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GETALLENTHEORIE 2319 l S é

door

H.J.A, Duparc

§ﬁ. Inleiding

Reeds eeuwen lang zijn velen, zowel mathematici als leken, geboeld
geweest door fascinerende eigenschappen van de rij der natuurlijke ge-
tallen 1,2,3,... Doordat deze rij wel een der meest eenvoudige rijen
der wiskunde is, is het mogelijk dot de probleemstelling van tal van
haar curie%ze eigenschappen, zowel door wiskundigen als door niet-wis-
kundigen kan worden begrepen. In het algemeen echter blijkt dat de be-
wljzen dezer eigenschappen, met hoeveel verve en toewl jding ook door
leken gezocht, niet binnen hun bereik liggen, ja zelfs soms nauwelljks
en zelfs soms (laten wij hopen: nog) niet binnen dat van de mathemati-
cus,

Juist door de simpelheid der probleemstelling hebben vele proble=
men in dit gebied een wereldvermnardheld verkregen en, wellicht ten
dele hierdoor gegrepen, hebben tzol van mathematicl naar oplossingen van
die problemen gezocht, Dat doarbij soms een geheel nieuw gebied der
wilskunde ontgonnen werd was voor de leek ninder tot vreugde dan het de
wiskundige tot droefheid stemde dat zelfs met deze nieuwgesmede hulp-
middelen hij nog niet tot een oplossing van de vraagstukken kwam., Door
dit gebeuren echter kwamen delen van verwante vakken als algebra en
analyse tot grote ontwikkeling, welke ontwikkeling vaak hanr vruchten
weer had in haar bijdrage tot de opleossing van geheel andere vraagstuk-
ken,

Eeuwen lang is men in het onzekere geweest of de bewering van
Fermat dat hiJ een kort bewljs had gevonden van de stelling dat er
geen gehele X,y,z en n(n 2 3) bestaan waarvoor geldt xN+yP=z", juist
was of niet, Tot dusverre is er voorzover mlj bekend is nog geen wis-
kundige geweest, die van de julstheid of onjuistheld van dit spectacu-
lair geworden vermoeden een bewijs, laat staan een kort bewijs, heeft
gegeven, In zijn zoeken naar oplossingen maakte in het midden van de
vcrig& eeuw Kummer een fout, welke na door hem te zijn onderkend, leid-
ﬂa tot de ontwikkeling der ideaaltheorie, een toen nieuwe tak der zlge-
. Ook wij zullen bij bepaalde bewijzen wel eens van deze theorie ge-
brulik mak&n.
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Evenmin als bij het probleem van Fermat weet men thans of het ver-
moeden van Goldbach juist is. Dit vermoeden luldt dat elk even getal te
schrijven zou zijn als de som van twee priemgetallen, Hier werd veelal
de analyse te hulp geroepen, wearbi] een speciale tak der analyse, zo
men wil : der toegepoaste nnalyse, n.l, de analytische getallentheorie
tot ontwikkeling kwam., In dit kader past tevens de vermelding van het

vermoeden van Riemann drt de functie 3 (s) welkewoorRes x1 gedefinieerd
O

is als 2: n™® en verder daaruit door analytische voortzetting wordt
N

zevonden, afgezien van haar nulpunten -2,-4,... slechts nulpunten s
heeft op de rechte Re s=3, Is dit vermoeden juist dan heeft het belang-
rijke consequenties voor de getallentheorie,met name voor de verdeling
der priemgetallen,

%52. Ontbinding

In het vervolg zal voornamelijk worden beschouwd de rij der natuur-
1i jke getallen, soms echter ook haar uitbreiding tot de verzameling der
gehele getallen, Beide getalverzamelingen hebben de eigenschap dat met
a en b ook a+b en ab ertoe behoren, waarbij voldaan 1s aan de volgende
elgenschappen

A1 a+0=0+a=a
A2 a+b=b+a
A3 (a+b)+c=a+(b+c)

M1 a.1=1.0=2
M2 ab=bo

M3 (ab)e=a(be)
M4  a(b+c)=abtac

A, Bij de tweede der genoemde verzamelingen bezit bovendlen de verge-
13 jking a+x=b voor alle a en b een ondubbelzinnig bepaalde oplossing X;
men schrijft x=b-a,
Het kan voorkomen, dat er bij twee gehele getallen a en b een geheel
getal c bestaant, zodanlg dat a=bc is, Dan schrijft men wel bla., Is er
geen zo'n geheel getal ¢ te vinden, dan schrijft men bXa, Een verza-
meling die voldoet aan de elgenschappen A1-4, M1, M3, M4 noemt men een
ring; is tevens voldaan aan M2, dan heet ze een commutatieve ring. De
verzameling der gehele getallen is dus een commutatieve ring.,
Eenzeerbelangrijk begrip is het begrip priemgetal. Een priemgetal
xﬁ een getal dat geen andere factoren bezit dan het getal 1 en zichzelf,
De: fundamentele stelling welke wij thans als cerste grondresultaat wil-
lan afleiden is de stelling dat leder natuurlijk getal op één en slechts
één wijze (afgezien van hun volgorde) te schrijven is als een product
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van priemgetallen, Hierblj worden factoren 1 genegeerd, De stelling
geldt ook in het gebled der gehele getallen, waarbl] nog om de ondubbel-
zinnigheld te kunnen handhaven een verdere afspraak nodlg is, b.v. dat
ontbindingen die slechts dnarin verschillen dat één of meer factoren
donr hun tegengestelde z1jn vervangen of waarvan het aantal factoren -1
verschilt, als dezelfde worden gerekend,

Men kan zich nu gezien het feilt dat de gehele getallen een ring
vormen afvragen of een stelling als de hiergencemde ook geldt voor wil-
lekeurige ringen, Het antwoord zal daarblj ontkennend zijn, zoals een
tegenvoorbeeld zal leren.

Eerst geven wij nu een bewljs von dJde grondstelling voor de verza-
meling der natuurlijke getnllen, Daarna laten wlj zien dat blj een be-
paald type van ringen de stelllng ook pgeldt. Is vervolgens aangetoond
dat de verzameling der gehele getallen tot dat type ringen behoort, dnn
is dus een tweede bewljs gevonden,

Zo¥ven was sprake van een specinal type ringen. Dit suggereert 2l
dat de hierboven opgesomde eigenschappen (van ringen of van de natuur-
11 jke getallen) ontoerelkend zijn om de grondstelling te bewljzen. Bij
ons directe bewijs van de stelling voor de verzameling der natuurlijke
getallen gebruiken wij nog iets anders van deze verzameling, n.l. het
felt dat ze geordend is, d.w.z.:

Bij leder tweetal getallen a en b geldt één en slechts één der re-
laties a <b, a=b, b¢n. Men hee’t a ¢b dan en slechts dan als er een
natuurlijk getal x bestnat zodanig dat b=a+x is. Gemakkelljk bewl jst
men nu dat a «b en b <c leiden tot a <«c, en meer dergelijke elgenschap-
pen (b,v. a=bc, b »1 leldt tot 2 >c), Voorts schrijft men voor bga
ook wel a » b,

Dat elk natuurlijk petnl a een priemontbinding bezit 1is nu dulde-
1ijk. Men heeft wegens bovenstaande opmerking voor een ontbinding a=bc
slechts alle natuurlijke getnllen b te proberen die <« a zljn. Na ein-
dig veel stappen weet men dus of seen factor ¢ a bezit. Is dit nilet
het geval dan is a zelf priem en is een priemontbinding gevonden die
uit slechts één factor bestant. Is een deler b <a gevonden, waarbl]
dus a=bc geldt met natuurlijke c, dan herhale men het onderzoek met
b resp. ¢ in plaats van 2, enz. Juist omdat b <a, ¢ <2 loopt'het verde-
re onderzoek voor b en ¢, hun delers, de delers van hun delers enz. na
een elndig aantal stappen af en is daoarmee dus een priemontbinding van
8 gevonden, Het bedroevende is dat men in de practijk vrijwel over geen
betere methode van ontbinding van een getal beschikt dan de primltleve
‘ﬁier geschetste,

De ondubbelzinnigheid van ontbinding van een natuurlijk getal is
echter lastiger te bewijzen, Daarvoor lelden wi] enige lemma's af,
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Lemma 1, Bij leder paar natuurlijke getallen a en d is een getal r te
vinden met a=qd+r, q geheel 2 0 en 0 $r«<d., ("delen met rest").

Bewljs: Allereerst merken we op dat (a+1)d2a+1>a is, en dat bij
g>a+1 ook gd »n is. Bijrevolg blijven voor q slechts de eindig veel
getallen 0,1,...,2 over e¢n g is dan het grootste dezer getallen wanr-
voor qd £a 1s, Immers dan 1s r=a-gd 20 en wegens (q+1)d > 2 heeft men
r=a-qd < d,

Lemma 2, Teder paar natuurlijke getallen a2 en b bezlt een grootste ge-
meenschappell jke deler d. Deze 1s te schrijven in de gedaante d=au+bv,
waarblj u en v geheel zijn,

Bewljs: Daar leder getal slechts eindligveel delers bezlt, bezlt
leder tweetal getnllen slechts eindip veel gemeenschappelijke delers en
dus één grootste gemeenschappelijke deler,

Om nu het tweede deel der beweriny af te leiden onderstellen wij
a2b en gebrulken lemma 1 herhnaldelijk om een rij getallen Aqgsos ey
PasTpsens te bepalen met

amq0b+vq, Ce§r3<\b,

v

bmq1r1+rg, 0 %r, (rq, 34 0

2

r=q. r.+r., ,0 S, {r., a. 20
47T, rj,O _rj Sry, dp 2

2
Daar elke rest kleiner is dan de voorafgaande 1s er een eerste
regt dle O 1s. Laat dit r_ zijn. Dan heeft men dus
id

s v u
Pn-2"9n-1Tn-1

Het 1s duldelijk dat ledere deler van a en b ook deler is van b en
Tas dus van r, €n r, enz., von r, , en 0, d.w.,z. van NPT Omgekeerd
is ledere deler van v ook deler van a en b. Bijgevolg is S de
grootste gemeenschappell jke deler van o en b. Verder heeft men
rn—ﬂwrn—ﬁ“qn—zpn~ﬁ en r. o ultdrukkende in getallen r met lagere in-
dices vindt men zo voortgaande dat r,_q €en linealr compositium 1is van
a en b met gehele coBffici¥nten,

Lemma 3, Als een priemgetal deelbanr is op een product van twee facto-
ren maar niet op een der factoren, dan 1s het deelbaar op de andere
factor,

Bewijs: Z1j p priem en deelbaar op ab, maar niet op a. Dan is de
G.G.D, van a en p gelijk aan 1, Volgens lemma 2 bestaan er de gehele
i?"““V};‘;e‘i:aLlﬁi@:n u en v met 1=au+pv, Derhalve b=abu+pbv. Daar in het rechterlid
;ﬁ%iﬁe termen deelbaar zijn door p 1s ook het linkerlid deelbaar door p.
Grondstelling. Elk natuurlijk getal bezit een ondubbelzinnige (canonie-
ke) ontbinding in priemfactoren.(Hierbij gelden twee ontbindingen als
identiek indlen zij slechts in de volgorde der factoren verschillen).
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Bewijs: Dat leder getnl een ontbinding in priemfactoren bezit is
reeds bewezen, Stel nu dat er twee ontbindingen waren

(1) DaeeesPg=y.0..0y.

Omdat Qg deelbaar is op Pqee.Dg TOEL q deelbaar zijn op zeker één der
factoren Pyse=+sPgs bV, D, Noemt men de overige factoren p11"‘pg-1"
dan vindt men dus m’...ps_% [l PRI PP d.w.z. p%...psua =QqeeQp_q-
Herhaalt men nu dit procédé met Qe g inplaats van qy enz. dan vindt men
successievelljk dat alle factoren van het rechterlid overeenstemmen met
die van het linkerlid van (1) en dat s=t is.

Opmerking, Bij de canonieke ontbinding van ceen getal mppleegtpmen gellj-
ke priemfactoren samen te nemen, Men schrijft dan M=, q...ps 2.

Wij kunnen niet nalaten nu voor ringen in het algemeen een onder-
zoek naar de grondstelling in te stellen, Eerst moeten wij daarbilj nog
een en ander preclseren, In het vervolg beschouwen wij een voorlopig
willekeurige commutatieve ring, zonder nuldelers, d.w.z. een ring, wanr-
b1j ab=0 slechts kan gelden als df a=0 df b=0, Zo'n ring heet een inte-
priteitsgebied.

Definitie. Een eenheld 1s een getal dat deelbaar is op het getal 1.
Voorbeeld: -1 18 een cenheld,

Stelling: Een eenheid bezlt een inverse; omgekeerd, bezit een getal een
inverse dan 18 het een eenheid.

Immers z1j u een eenheid, dan bestaat er ecn getal v met uv=1; dit
getal v 18 het inverse van u.

Is omgekeerd gegeven dat een getal u een inverse (v) bezit, dan
seldt uv=1, dus u is een eenheid,

Opgave 1. Het product van twee eenheden 1s weer een eenheld; elke macht
(met gehele exponent) van een cenheid 1s weer een eenheid.

Definitie. Twee getallen heten geassocieerd als hun quoti¥nt een een-
heid 1is,

Stelling: Als alb en Dbla, dan zijn a en b genssocieerd, Immers uit

b=qga en a=rb volgt b=qrb, dus (qr-1)b=0, dus qr=1 als b#0. Dus q is een
eenhelid,

Is b=0, dan is a=0 en ook dan zijn 2 en b kennelijk zeassocleerd,

BlJ het beschouwen van de grondstelling voor willekeurige ringen
dient men - om de eenduidigheid der ontbinding te kunnen handhaven -
Jalleveerat af te spreken, dat twee ontbindingen, die slechts daarin ver-
“schillen dat een of meer der factoren door hun geassocieerde zijn ver-
vangen en een of meer eenheden zijn toegevoegd (of weggelaten), als de-
~zelfde worden gerekend, (Dit merkten wij hierboven al op bij de ontbin-
ding van gehele getallen, b.v, 21=3.7, maar ook 21=(-3)(-7) en
24=(=-1)(-3)7 enz.) Wij gaan nu met deze afspraak over aequivalentie van
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ontbindingen de grondstelling nader onderzoeken.

Allereerst geven wij een voorbeeld dat niet in iedere ring zonder
ruldelers de grondstellin celdt. Inmers beschouw de verzomeling der
zetallen a+bj, waarbij » en b willekeurig geheel zijn en me/-é is,
Opgave 2. Toon aan dat deze cetnllen cen integriteitsgebled vormen,

Wij laten thans zien dat het getal 10 in deze verzameling twee
verschillende priemontbindingen heeft, allereerst de welbekende 10=2.5
en verder 10=(2+j)(2-]).

Het bewijs is geleverd als wij aantonen dat elk der vier getallen
2,5,2+J en 2-J priem is en geen tweetnl hunner geassocieerd 1is.

Stel 2 was samengeste'd en a+bjl2, Dan ook a-bjl2.

Opgave 3. %ewi%s dat.

Dus 2“+6b“l4, Hieruit volgt direct b=0, a= +1 of +2.
Opgave 4, Toon evenzo azn dat 5 priem is in deze verzameling.

Was voorts 2+j samengesteld don leidde a+bjl2+) tot a-bjl2-j dus
a9+6bQ‘ﬂO. Kennelijk is b#0, dus hﬁg 1, duszﬁgéu. Men vindt dan a=+2,
b=+1, waarvan slechts 2+j en -2-j voldoen, Evenzo blijkt 2-J priem te
zijn,

Dat tenslotte geen twee der getnllen 2,5,2+],2-]) geassocleerd
zijn volgt gemokkell jk deor deling.

Opgave 5. Voer dit uilt,

Na het bovenstaande 18 het zonder meer duidelijk, dat een extra-
voorwaarde aan een integriteitsgebied moet worden opgelegd wil erin de
grondstelling gelden,

Om deze te kunnen forruleren voeren wij een nieuw begrip in: het
begrip ideaal.

Definitie., Een ideanl is een deelverzameling van een ring met de vol-
gende elgenschappen:

Behoren a en b ertoe, ¢an ook a-b;

behoort a ertoe en r tot de ring, den behoort ra tot het 1deaal.
Gevolg. Met a en b behoort ook a-3=0, dus O-b=-b, dus a-(-b)=a+b tot
het ideaal.

Opmerking. Bezilt de ring een eenheldselement dan mag men in de deflini-
tie van ideaal in de eerste regel de ultdrukking a-b vervangen door a+b,
Immers a2ls a en b tot het ideaal behoren dan ook (-1)b en dus a+(-1)b=

=8=-D,

Voorbeelden. Blj de ring der gchele getallen vormen alle even getallen

een ideasl, Bij de ring der veeltermen (met b.v. willekeurige complexe

- coBffici¥nten) in één veranderlijke x vormen alle door x deelbare veel-
‘termen een ideaal.

 Opgave 6. Bewljs dat.
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Onder de idealen zijn er bijzondere waarvan a2lle elementen veelvou-
den zijn van één element uit het ideaal. Zulke idealen heten hoofdidea-
len, Zijn alle elementen veelvouden van a, dan geeft men zo'n idenal
aan met (a).

Nu bestaan er ringen wharblj leder i1deanl hoofdideaal is. Zulke
ringen noemt men hoofdidennlringen, Wij zullen nu de volgende stelling
afleiden:

In een hoofdideaalring geldt de grondstelling over ontbinding.

Bewljs: eerst tonen wij de mogelijkheld van de ontbinding van een
element van onze ring aan, daarna de eenduidigheid (met inachtneming
van de bekende hierbovengenoemde afspraken),

WiJj merken eerst op @at ecn priemgetal zeker een priemontblinding be-
zit., Beschouw nu een element 2 van de ring dat niet 1n priemfactoren
te ontbinden is, Dan is a niet priem, dus zeker van de gedaante a,b

11
waarbij ten minste een der getallen 2, en b, niet te schrijven is algs

1 1
een product van priemelementen en de ander geen eenheid is.
Laat de ene a, en de andere b ziJjn. Handel daarna met a, evenzo;

d.w,z, aqmang, waarbij 80 niet 310 ecn product van priemelementen te
gchrijven 1s en %Pgeen eenheid is., Zo voortgaande vinden wil]

“anbnbn ﬂ...bﬁ, waarblj a, nlet als product van priemelementen te
schrijven is,enz, Beschouw nu alle elementen u van onze ring die veel-
vouden zijn van minstens een der getallen a ... Het 18 direct in te
zlen, dat deze getallen een ideaal vormen,

Oggave 7. Bewijs dat,

Op grond van het feit dat de beschouwde ring hoofdideaalring is
1s het hier geconstrueerde idenal een hoofdideaal, d.w.z. er bestaat
een element u zodat het idenal de gedaante (u) bezit., Daar u tot het
ideaal behoort is er een 2, met anlu, Daarp A4 ook tot het ideaal be-
hoort 1s uja . ,. Dus apl2, 4. Prar ook a  ,ja zou b .. een eenheld
zljn, 1n strijd met de onderstelling dienaangaande., Een onontbindbaar
element a van onze ring bestaat er dus niet, Thans onderzoeken wij de
eenduidigheid der ontbinding. Hiertoe tonen wij ook nu weer lemma 3
aan, waarna de ondubbelzinnigheid der ontbinding geheel zo als hierbo-
ven volgt,

Laat dan een priemelement p van de ring deelbaar zijn op een pro-

;éﬂat ab, maar niet op a. Beschouw de verzameling der getallen van de
“?adaanke ua+vp, waarbij u en v tot de grondring behoren, Deze verzame-
?iing is een ideaal,

i@“avay8, Bewijs dat,

q;ﬁgs

fﬁﬂ,#ﬁrzamelimg i8 dus een hoofdideaal, d.,w.z. alle elementen erva
' Ve len van een element g van het ideaal, Daar p tot het ideaal
» afgezien van eenheden, gelijk aan p of 1. Daar ook a tot
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dit ideaal behoort, maar volgens onderstelling niet een veelvoud is
van p moet g=1 zijn. Bijgevolg bestaan er elementen x en y ult de ring
met 4=xa+yp., Dan heeft men b= ab+yp en wegens plab vinden wij dan pib,

Het onderzoek naar de geldigheid der grondstelling kan dus soms
geschieden door na te gaan of de beschouwde verzameling een hoofdideanl-
ring i1s. Voor het onderzoek nhar dit lantste is nog een ander begrip
van belang,

Men noemt een ring Euclidisch als bij elk element een niet nega-
tief geheel getal bestaat (dat men de norm of de waardering van a noemt
en dat wordt aangegeven met | 1 of soms met lal ) met de volgende ei-
gengchappen:

1. {01=0, 1at>0 als a#0;

2. lablgial \bl;

3. bij elk stel elementen 7 en b met b£0 bestaan elementen q en r
zodanlg dat a=gb+r, ‘ri<iby,

Wij laten nu zien dat een Euclidische ring een hoofdideaalring is.

Beschouw daartoe een willekeurip ideaal uit de ring. Beschouw ver-
der cen eiement b uit het idenal met nminimale positlieve norm. Dan 1s
dus b#0. Z4ij nu 2 een willekeurig element van het ideaal. Dan bepale
men volgens 37 elementen q en r van de ring zodanig dat a=qb+r en
irt ¢ibl, Ondat 2 en b tot het ideaal behoren, behoort r=a-gb er ook
toe, Op grond van de onderstellingen over I{bl moet |ri=0 zljn, dus =0
en a=qb, Het ideasl is dus het ideaal (D).
Opgave 9. DBewijs dat tlj een ideaal in een Buclidische ring alle ele-
menten met ninimale positicve norm geassocieerd zijn.

Wij besluiten nu dere paragroaf met enige voorbeelden van Eucli-
dische rinzen, dus honfdidcnelringen, dus ontbindingsringen.

Als eerste voorbeeld mogen wij de verzameling der gehele getallen
noemen,

Opgave 10. Bewijs dit,. Bepaal tevens nlle eenheden 1in deze verzameling.

Een verder voorbeeld is de ring van Gauss, dat is de verzameling
der getallen ol=0+bi, waarbij a en b geheel zijn.

Hier vceren wij in §m+bi\mag+a = uel, Voor twee elementen o en 3
van deze ring geldt I Bl=jo {B) . Immers Jetfl = PR = BAP =
= chon B3 = IR

Wij tonen nu aan, dat bij willekeurige o en (3 met B #0 elementen
_ Xen e van de ring van Gauss bestaan zodanig dat e = K@+ e.lel < \‘M
~ Daartoe bepalen wlj het quatient.f% = Y =c+dl waarbij ¢ en d rationaal
n;ﬁiﬁQJ Zijn k en h de meest nabijzijnde gehele getallen van ¢ resp. d,
iéan neme men x =k+hi, dus Y=%+i met A = c-k+(d-h)i, derhalve
1A E (e k)ﬁ +(d-h)2% (3)%+(3)%L. Bijgevols is o+ =B y=pKr +BA=Pree
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met ¢ = AA en je\ =k |B) < \Bl, waarmede de bewering bewezen 1s. Hier-
mede 18 dus tevens aangetoond dat in de ring van Gauss de grondstelling
geldt, een felt dat wi) later nog zullen ultbulten.

Geheel op dezelfde wijze 1s het bewijs te leveren dat de ring H(i‘f%),
dat is de verzameling der getallen n+bi’¢§ met gehele a en b Euclidisch
is, zodat ook daar de grondstelling geldt.

Opgave 11. Voer dit uit.

Opgave 12. Toon aan dat de ringen R(N2) en R{%+§1“J§) Euclidisch zijn.
Als norm van een getal a+b N2 neme men \32~2b2\ en van een getal
c&ua+b(§+%i“f§) neme men ac-abibo= od.. Gezien het felt dat de getallen
van R(iﬁfg) zoals hierboven bleek geen ondubbelzinnige priemontbinding
bezitten rijst nu de vraag voor welke m de ring R(“f&) wel en voor wel-
ke m niet Euclidisch is. Hierblj zilj nog opgemerkt dat als m =1(mod 4
is, men om bepaalde redenen niet de ring R(Vm) maar de ring R(3+5 V)
beschouwt. Vergellijk de volgende

Opgave 13. Toon aan dat in de ring R(i“fg) de grondstelling niet geldt.

Het antwoord op bovengestelde vraag is door samenvoeging van tal
van op dit gebied gevonden resultaten tenslotte eerst onlangs gegeven.
Het is gebleken, dat er slechts 21 waarden van m zijn waarvoor R(ﬂfa)
resp. R(3+5Nm) Euclidisch is. Verre van hier die moeizaam verkregen
resultaten af te leiden volstaan wij tot besluilt van dit hoofdstuk met
de opsomming dezer 21 waarden, Het bleken te zljn
n=-1, -T,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73.

%3. Klassieke problemen over priemgetallen,

Reeds Euclides bewees dnt er oneindig veel priemgetallen bestaan.
7Zijn bewljs verliep als volgt. Stel dat men de ri] der priemgetallen
pqzﬁ,png,p3=5,... kent tot en met het n° priemgetal p,. Beschouw dan
de ultdrukking Pupqu...pn+ﬂ. Kennelijk 1s deze niet deelbaar door een
der prilemgetallen Dysee Ppe Is ze zelf priem dan is hlermede een nieuw
priemgetal gevonden; 1s ze samengesteld dan 1is elk harver priemdelers
een nieuw priemgetal,

Hierbij valt op te merken, dat men in plaats van P in het geschets-
te procédé ook de uitdrukking P-2 kan nemen, of zelfs een willekeurilgy
compositum

AQqeeelp + MAp 40049,
waarbi] de getallen Uys»e-q, €€D permutatie der getallen DqsesesDy zijn
en A en A«gehele getallen, die slechts zo behoeven te worden gekozen
dat dit compositum niet deelbaar 1s op enige nrcht van Qoo Ay
-~ Ben volgende vraag, die men zich zou kunnen stellen, betreft de
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dichtheid der priemgetallen, welke hierop neer komt dat men het gedrag
van p, als functie van n wil bepalen of omgekeerd n als functle van Py
In het laatste geval zoekt men dus naafbetrekking voor het aantal 77 (u)
der priemgetallen dat {u is. Wij kunnen hier reeds, ultgaande van -1
Euclides' bewljs, een zeer grove schatting voor p, maken, nl. pn'g““ .
Immers voor n=1 is deze julst, Z1j nu de relatie bewezen voor alle no-
tuurlijke getallen £ n, dan vindt men

A= 2l oh
) /:)2+' » + - P -y
pn+ﬁ§pﬁ.”pn+s£u +1=2 +1<2” .
- 2
Voorts vindt men hieruilt voor //°(u) de schatting ,,(%)> log 210@ u.
~y

Immers bepaal het grootste natuurlijke getal m met 2‘&1;. Dan geldt
0m+1 - Ut )
u<2” en verder 7/ (u)> 77(““ )>1ﬂ+?> 1og “log u.

Wij zullen spoedig veel scherpere schattingen voor p, en 7 (u) ve-
ven zonder echter het scherpe resultaat 77/(u) is 10; 5 af te lelden.

Eerst echter willen wij het procédé van Euclides toepassen om aan
te tonen dat er oneindig veel priemgetallen bestaan die een viervoud
+3 ziljn. Hlertoe beschouwe men niet de hierboven genomen uitdrukkung P
maar de uitdrukking c;m&pq...pn—ﬁ. Daar het product van viervouden +1
weer een viervoud +1 is, moet er in § ten minste één factor zitten dle
een viervoud +3 is. Uit het feit dat deze kennelljk verschilt van elk
der getallen PhseesPpo dus zeker van alle priemgetallen é,pn’ die een
viervoud +3 zijn, vcl *t nu de bewering direct.

Op volkomen analoge wijze toont men aan dat er oneindig veel priem-
getallen bestaan, die een zesvoud -1 zijn.

Opgave 1. Voer dit uit.

Beide bovenstaande resultaten zijn bijzondere gevallen van de be-
roemde stelling van Dirichlet, welke zegt dat iedere rekenkundige reeks,
waarvan het verschil en de eerste term onderling ondeelbaar zljn, on-
eindig veel priemgetallen bevat., Wij zullen het klassleke bewljs van
deze stelling dat essentieel gebrulkt maakt van functietheorle en ver-
der van nog tal van eerst later in te voeren getnllenthéoretisch@ be-
grippen, hier uiteraard niet geven. Van deze stelling, evenals van het
resultast 77(u)c4 TBé”ﬁ , ziJn in 1950 elementaire (maar meer moelzame)
bewijzen gegeven dcor A, Selberg en P, Erd¥s.

Wij willen thans nog een ander bewljs geven van Euclides' eerste
resultaat, dat er onginﬁig veel pricmgetallen zijn. Hiertoe voeren wij
in de getallen F_ =22 41 van Fermat. Voor n#m geldt ( F,,F )=1. Immers
stel m>n, £Mn s mg.n+1 pus 2°*1q, 2Moq (lees: 2"*7 4 is deler van
2™.4), dus 22 1 2214, Zij nu p een priemdeler van F . Dan

p’? E ’Q ’ 2 mﬂmmeQ. Dus p %Fm(le@a: p is niet deelbaar op Fm).
Bijgﬁvolg’mﬁat 1¢d&r element der ri) FO,Fﬂ,Fz,..‘ een nieuwe priemde-
ler bezitten, waarmee de stelling opnleuw bewezen is,
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De getallen van Fermat spelen in de wiskunde nog verder een rol.
Gauss heeft bewezen dat regelmatige veelhoeken mctp zijden (waarbi] p=
een oneven priemgetal is) dan en slechts dan te construeren zijn als p
gelijk is aan een macht van 2 vermeerderd met 1. De vraag komt dan op
welke van dergelijke getallen priem zijn. Dat 2241 1in het geval dat a
niet een macht is van 2 samengesteld is, is evident; immers als 2,§p\a,
dan 2a/p+1}28+1. Het onderzoek voert dus tot het bepalen van de priem-

getallen in de rij FO,F . Ver is men hiermee nog niet gevorderd. De

500
0 1 zijn bekend en bij het middelbaar en gymnasiaal
onderwljs uiltgebuit. Voor p=F2=17 gaf Gauss in 1806 een eenvoudige con-
structie der bijbehorende regelmatige veelhoek. Ook F3=257 en zelfs
F4=65537 zijn behandeld. Reeds Euler bewees echter dat F5=232+1 samen-

gesteld 1is (nl. de deler 641 bevat). Dit is gemakkelljk te verifieren

resultaten voor F. en F

(maar lastiger vast te stellen). Immers voor 0=641 heeft men q=5.27+1,
dus q]52.22741 1 625.22745, dus g 1-2%.22745 d.w.z.  [2%°-5; dan
q}232—5,27=232—640, waaruit de bewering volgt.

Enigermate verwant met de getallen van Fermat zijn dle van Mersenne
Mh=2n—1. Kennelijk is Mn samengesteld als n het is. Mersenne meende dat
Mrl priem is voor

n=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 en 257.
Latere onderzoekingen leerden dat dit het geval is voor
n=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,127,2203,2281,

waarmede niet gezegd is dat voor alle tussengelegen priemwaarden van n
het gedrag van Mn beslist is. Het getal M2281=22281—1 was 1n 1954 het
grootste officieel bekende priemgetal. Het getal 28191-1, om bepaalde
redenen onderzocht, bleek samengesteld te zijn. Het onderzoek maakt ge-
bruik van een methode van Lucas, waarop wij nog nader terugkomen.

De getallen van Mersenne spelen een rol in het klassieke probleem
naar het zoeken van volmaakte getallen, dat zijn getallen die gelijk
ziJn aan de som van hun delers (waarbij het getal zelf niet maar de de-
ler 1 wel worgg gggggggld) Men kan ook zeggen, dat zo'n getal gelijk is
aan de helft van/ai zijn delers. Wij bewijzen dat een even getal dan en
slechts dan volmaakt 1s, als hct van de gedaante m=tp(p+1) is, waarbij p
een priemgetal van Mersenne is,

Z1j nl. p=2"-1 priem dan is m=2n"1(2n-1). De delers van m zijn de
getallen 1,2,...,2° " en p,2p,...2n"1p met som (p+1)(1'+...2n“1) =
=(p+1)(2n-1)=p(p+1)=2m. Omgekeerd zij m volmaakt en even. Stel m=2" u,
waabbijaﬁz’1en u oneven 1s., Alle delers van m vindt men door alle delers
van u te nemen en die te vermenigvuldigen resp. met 1,2,....,2“. Geeft

men, zoals gebruikelijk is, de som der delers van u aan met 77“(u), dan
heeft men dus
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dus
AN+
Gﬂ(u)m < u = U + U
g“*jq @+31 ‘
Hierult volgt allercerst 2n+ﬁ~1§u. Nu 1is j“(u)g‘u+1 dus u\ £n+q 1. Wrg

. AN+
uy 2n+ﬂ_1 dan bezat u nog cen andere deler dan 2 q-ﬂ, hat&ccn echter

‘ - 4 Ny AN+
zou leiden tot ¢ (u);>u+ ZE%T": . Bljgevolg u=r" 1-q en m=2"(2 -1),
waarblj 2n+1~ﬂ alleen zichzelf en 1 tot delers mag hebben, zodat 2n+‘»1

een Mersenne priemgetal is,

Het 1s onbekend of er oncven volmaakte getallen bestaan.

Aan het bovenstaande willen wij nu nog een methode van Tchebyche!'!
toevocgen, die ons een veel betere schatting van 7/°(n) levert dan de
hler gevondene, Allercerst geven wilj een hulpeigenschap, die zegt dat
het santal priemfactoren p dat in de uitdrukking m! bevat 1s, gelijk is
2an {Eq + ;l%} + ff%} +... , waarblj de reeks ulteraard afbreekt.

Pl ip p’
Hierbij stelt het symbool “u} (lees: u entier) het grootste natuurlijkc
getal € u voor; het kleinste natuurlljkc getal > u geeft men soms wel
met @F' aan, Wij laten het bewljs gnarne aan de lezers over.

WiJ gaan nu uit van een natuurlijk getal n en beschouwen de binomi-
aalco¥ffici¥nt N= ‘“ é-,%L Het product P van alle priemgetallen tus-
sen n en 2n 1s kennali;k deelbaar op N, Hect aantal dezer priemgetallen
is juist gelljk aan f/(aﬁ)-/qrﬁ, dus N;qfﬂghw’n(n)(hierbij is elk dier
priemfactoren door n geminoreerd). Anderzijds ziet men gemakkelijk in

dat Nm(glf) ¢ 27,

Opgave 2. Bewijs dit,
Bljgevolg heeft men 2£n> n 77(en)- u(n), dus

— e 2n log 2 n log 4
(’]) f[(?}ﬂ) //(n) < 10&- n - 10g n

Z21J nu m een willekeurig natuurlijk getal. Eepﬁal het grootste nao-

tuurlijke getal t met 2% ¢m. Dus m<2"*" en t<‘1 % . Pas nu relatie (1)

= Ob
toe met nm22,23,...,2t. Na optelling der zo gcvonden resultaten vindt nen
£
e L R Ry S n 8+1
(277 )= (%) log b & Togr® = log 4 :gj 2 2 B
n 80 8=2 8 1og 2 8=2 8
y .8
LS5 (9 ()
S g2 87
348 342
4 3 O
Nu is de functie —=— monotoon stijgend voor s> 3 en T = 3 .
8 =
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Opgave 3., Bewijs de eerste dezer beweringen,

Men vindt -dan B)t (3)
( " @ ) e t i
Pl £+ o - i«?f .,wjdw« }; » ) C i,;. t+1 Ew 2
/7 (‘3 )"U (i‘) < h’-*»-“‘"'f"”‘ v é.,:.}{j) "“E“""‘ - 3’) = 8 .'—':E' <8.-—§r

log m e 2 e - o .
met rs= Tagﬂgé;t: (want ook ?“ is monotoon stijgend voor tg;a).

log m

Dus e D &
t + q M"’"/ 3 - {
(27T - UT(4) ¢ 8. Torm = Togw °
en

og m

77"Un)é 72 t+73< Tgﬁm_ + 2.

WiJj geven thans ook een ongelijkheld voor 77"0%) in de andcre rich-
]
ting. Beschouw daartoe wederom de uitdrukking 1m(§n). Ontbinding van N
leert N=/77 pv, ultgestrekt over alle priemdelers van N, waarvoor uilter-

P
aard slechts de 7/7(2n) priemgetallen < 2n in asnmerking komen. De cx-
ponent v van zo'n priemdeler p vinden wij ult de hilerboven gegeven
hulpstelling. Hiervoor geldt

S §'2n7 n }?
Vo il | - s
=1 }tﬁj_j (}/J_j‘-j ’

waarblj ulteraard deze som niet verder behoeft te worden ultgestrekt

dan het grootste natuurlijke getnl s waarvoor p { 2n, Het is voorts dui-
delijk dat elke term der som < 1 is. =

Opgave 4, Bewijs dit,

Bljgﬂvolg geldt v( en dus pv<'p3<2%u Wij gebruiken nu nog de relatie

e

2(’(“) == pnd s

Opgave 5. Bewljs deze.
WiJ verkrijgen dan

2“5’_(2;]) = T7o'< 77 2n) = (en) 7 (20)
sy v D

Hieruit volgt 77 (2n) >

Z1J nu m een willekeurig natuurlijk getal en t het grootste natuur-
1ijke getal met th m, Dus als boven m(:?zt‘\'JT en t glgg R op e,
Dan vindt men
= t+1 r
2 1og _ 2 2 2
7 (m)> T(2%) > e 2t T T WEED ) TF

mlog 2 log 2 m
* TTog m % Tog m °*




Wi i,

De resultaten samenvattende vinden wij dus

log 2 8m
T o% <’V ) < Tog m + 2,

waarult volgt dat

grens tussen ilﬁ~i en € te liggen; met scherpere methoden vindt men het

hier niet te bewijzen resultaat dat de uitdrukking voor m-—3 ©© egen 1i-
miet 1 bezilt.

voor m—» ¢@ begrensd blijft, Hier blijkt die

§#. Congruenties, restklassen,

Beschouwen wilj eerst de verzameling der gehele getallen. Hilerin
definleert men a= b(mod m) (lees: a congruent met b modulo m) als mla-Db.
Het hier ingevocrde congruenticbegrip is een acgulvalentlebegrilp.

Opgave 1. Bewljs dat,
Voor congruenties gelden de volgende belangrljke elgenschappen.
Uit a;=b, (mod m) (1=1,2) volgt a =b

en a,a,=b,by(mod m).

Opgave 2. Bewljs deze drle clgenschappen.

+a .

-~
e
Lo

. 4+bo(mod m), aqﬁ%agtw—bg(mod m)

In het bijzonder leert de lnntste cigenschap dat ult a=t(moed m) volgt
ac =be(mod m). Omgekeerd echter volgt uit ac=bc(mod m) niet noodzake-
11jk a=b(mod m), Immers uit m |ac-be=c(a-b) volgt slechts dat a-b
die factoren van m bevat voorzoveel ze niet in c bevat zijn, d.w,z, men
vindt niet dat m dcelbaar is op a=-b, maar dat TET—T het is, d.w.z. men
vindt a=b(mod Tﬁ~€7 ).

Verder volgt nog uit a=b(mod m) voor veeltermen f(u) de relatie
£(2) = £(b) (mod m), waarbi) nlle co¥ffici®nten van f(u) geheel ondersteld

z1ljn.,
Opgave 3, Bewijs dit,

Onder een compleet restsysteem mod m verstaat men cen m-tal gehele
getallen, waarvan er geen twee congruent zijn mod m. Een compleet rest-
systeem mod m 18 b.v., het stel getallen 0,1,...,m=1, Ieder ander m-tal
getallen dat congruent is resp. met deze m getallen noemt men ook een
compleet restsysteem. Zo vormen b.v., de getallen 0,30,21,22,...,wqo een

compleet restsysteem mod 11,

Opgave 4, Ga dit na.

. Wij willen nu, nog steeds blj gegeven m, alle mod m onderllng con-
fﬂgruente getallen samen beschouwen., Men zegt dat deze één restklasse mod
T m varm@n. Deze is bepaald door één harer elementen, die dan als vertegen-
 woordiger of representant der restklssse optreedt. In bovenstaand voor-
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beeld met m=11 g8telt b.v. 26 dezelfde restklasse voor als 9. De verza-

meling der gehele getallen valt dus mod m uiteen in m restklassen, elk
kennelijk bestaande uit oneindig veel elementen, De verzameling dier m
restklassen geeft men, als men de verzameling der gehele getallen met R
aanduldt, wel aan met R/(m).

Ook in de algebra komt een dergelijk begrip voor. Is R een wille-
keurige ring en I een ertoe behorend ideaal, dan voert men 1n de rest-
klassenverzameling R/I. Twee elementen a en b van R behoren tot dezelf-
de restklasse als hun verschil in I 1ligt. Men schrijft ook hier a=1b
(mod I ). Is dit niet het geval, dan behoren ze tot verschlllende ele-
menten, Als a en b en ook b en ¢ tot dezelfde restklasse mod I behoren,
dan liggen zowel a-b als b-c in I, dus op grond van een der grondelgen-
schappen van 1dealen, ligt ook hun som a-c in I, dus ook a en ¢ behoren
tot dezelfde restklasse. De andere grondelgenschap van ldealen leert
dat als a en b tot eenzelfde restklasse mod I behoren, ook ac en be
tot eenzelfde restklasse mod I behoren, Bilj bovenstaand voorbeeld over
restklassen mod m is voor I het hoofdideaal (m) genomen.

Wij willen hier volstaan met de vermelding van deze algebralscne
generalisatie zonder er thans een essentieel verder gebrulk van te ma-
ken, Wij keren dus nu terug tot het vertrouwde domein der gehele zetal-
len,

Zoals in de algebra naast relaties vergelljkingen optreden, z0 tre-
den in de getallentheorie naast congruenties van het hier geschetste
soort ook congruenties op van het type f(x)=0 (mod m)., WiJ w'llen enize
eligenschappen van dergelljke congruenties onderzoeken,

Onderstel dat f(x) een veelterm is met gehele co¥fficidrten, (wij
noemen voortaan dergelijke veeltermen kortweg geheel), dan tehceft mer,
omdat zoals zo¥ven bleek, biJj x=zu(mod m) geldt f£(x)=f(u) mod mj,
slechts van de natuurlijke getallen 0,1,...,m-1 te onderzteken welke
aan de congruentie voldoen, Vindt men onder deze één oplosiing, dan
zegt men dat de gegeven congruentie één wortel (of oplossisg) bezi<.

Thans geven wil] beschouwingen, die herinneren aan deyreststelling
ult de algebra,. Wig beschouwen ee§ geheel polynoom f(x)u;w' cnxn. Dap
geldt f(x)-f(a)= E:é cn(xn—an)m S cn(x~a)(xn'1+...+an"}7z(x—a)g(x):

N n=0
waarbl] ook g(x) gehele co¥ffici¥nten bezit. Gevolg: I8 a een wortel

der congruentie f(x)=0 (mod p), waarbij p een priemgetal is, dan 1s

. f{a)=0(mod p), dus (x-8)g(x)=C (mod p). Juist omdat p een priemgetal

is is deze congruentie slechts te vervullen door hetzij x-a=0 (mod p),
hetzi} g(x)=0 (mod p) te nemen. Is een wortel b van deze laatste con-

gruentie bekend, dan volgt daaruit op analoge wijze het bestaan van een
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gehele veelterm h(x), zodanig dat g(x)=(x-b)h(x) (mod p) i8. Zo voort-
gaande zlet men gemakkelijk in dat wij hier tot het volgende analogon
van de hoofdstelling van de algebra komen: Voor een gehele veelterm f(x)
van de n€ graad en een priemgetal p bezit de congruentie f£(x)=0 (mod p)
ten hoogste n oplossingen,

Dat de restrictie dat p een priemgetal is nodig is, blijkt uit het
volgende tegenvoorbeeld: De congruentie x°-1=0 (mod B) bezit 4 oplossin-
gen (nl, 1,3,5 en 7). Dat voorts de woorden "ten hoogste" in tegenstel-
ling tot in de algebra niet mogen worden weggelaten, leert ons het voor-
beeld x2+ﬂ§§0 (mod 3); deze congruentie bezit nl. geen oplossingen.

Opgave 5, Bewijs dit.

Wilj willen nu allereerst de eerste graadscongruentie

ax =b (mod p) (a en b geheel)

opleossen, Wij onderstellen daarbij ulteraard dat p nilet deelbaar 18 op 0.
Laat nu x een volledig restsysteem mod p, bv. de rij der getallen
0,1,2,...,p-1 doorlopen. Dan docrloopt ax ook zo'n systeem, Immers clk
tweetal getallen ax' en ax" is incongruent mod p, want als plax'-ax"s=
=a(x'-x") dan volgt uit p}rn direct dat p)x'-x",in strijd met de onder-
stelling over x' en x", De p getallen ax zljn dus -wee aan twee in-
congruent mod p en vormen derhnlve inderdaad een volledig restsysteen
mod p. Dan moet er dus precies één getal x zijn dat mod p congruent is
met b, Dit 1s dus de enige oplossing onzer congruentie, Men schrijft
deze wel als a~ b mod p of va~ 1 moa p. Kennelijk is dus 2~ ge oplossin
der congruentie ax=1 (mod p). Zo is bv. 3'1 mod 5 gelijk aan het getal
2, 7"1 mod 11 gelijk aan 8. In het bovenstaande is echter geen construc-
tieve methode gegeven om het getal a“q mod p te bepalen, Een letwat om-
slachtige methode volgt uit een overweging dle nauw aanslult aan boven-
staand bewljs. Beschouw nl., cens alle p-1 getallen 1,2,...,p-1. Dan vor-
men als p ya 1s, de p-1 getallen 2,2a,...(p-1)a, afgezien van het getal
0, ook een volledig restsysteem mod p. De elementen van dit nieuwe rest-
systeem zljn dus in een of andere volgorde mod p congruent met de getnl-
len 1,2,...,p-1; bijgevolg vindt men na product nemen
1.2, ... (p=1) = a.2a. ... (p-1)a (mod p)

dus

(p-1): = 27 (p-1)!  (mod p).

Omdat gg}(pmﬂ)i volgt hieruit de bekende
Stelling van Fermat: Als een priemgetal p niet deelbaar 1s op een geheel
getal a, dan geldt

ap'1§31 (mod p).
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1 p=-2

Nu kan men a~ ' mod p gemakkelijk bepalen; immers men heeft a.a” "=1
{(mod p) en mag dus voor 2~ nemen het getal aP-2,
Voorbeeld. Bepaal 5-1 mod 37. Men heeft B'Qan535 (mod 37). Dus 1s
53314 (mod 37), dus 5= 142m11 (mod 37), dus 5'°=11°=10 (mod 37),
dus 52°=10> (mod 37) en 5°°=200=15 (mod 37).

. Bijgevolg is 5"ﬂ mod 37
gelijk aan 15 (inderdaad 5.15=1 (mod 37)).
Tevens ziet men dat uit u=v (mod p-1) voor willekeurige gehele u en v

volgt dat auzaav (mod p).
(Het omgekeerde 1s niet steeds julst; bv, uit 225 28 (mod 7) volgt niet
5=8 (mod 6)). Met het bovenstaande is het gemakkelljk om vraagstukken
van het volgende type op te lossen. Bepaal de rest blj deling van ﬂOOqOO
door 7. Men heeft 100190_ 10290 on de rest biJ deling door © van 200 is
2. dus 10°°9=10%=2 (mod 7).

Een ander zeer belangrijk resulcaat is, dat als men op een of andere
wijze van een natuurlijk getal m vindt dat bv, mzf?m"1—1, men dan mag
concluderen dat m samengesteld is, zonder dat men ook maar een epkele
priemfactor van m behoeft te hebben gevonden.

Voorbeeld: m=1001. Reduceer 21000 mod 1001. Men heeft (de modulus 1001

voor het gemak weglotende) 210=2h, dus 220= 576, & = 576°=331776 =445,
dus 280%= u4522198025 2828, 2100=8282-685584=900, 232&900%=810000 =191;
2640 1942 36481 =445, Dan 1s 21000 p040+320+402 yug 494 445 =191, 4457=
55194.828m158ﬁ&8§§991;ﬁﬂ, dus 1001 is samengesteld. Voor het onderzoek
naar samengesteldheid van grote "matuurlijke'getallen m is dit een der
aangewezen wegen, Wij komen hierop later nog terug.

Hierboyen voerden wij het begrip volledig restsysteem mod m 1n.
Thans beschouwen wij ook het belangrijke begrip gereduceerd restsysteen
mod m. Dit ontstaat uit een volledig restsysteem mod m door daarult die
restklassen mod m weg te laten welke een factor (7=+1) met m gemeen heb-
ben. Is p een priemgetal, dan bevat het gereduceerde restsysteem mod p
julst p-1 elementen, die vertegenwoordigd kunnen worden door de getallen
1,254..50-1. Van dit gereduceerde restsysteem hebben wij hierboven reeds
gebruik gemaakt om de congruentie ax=b (mod p) (met (a,p)=1) op te los-
sen, Wij willen nu bij willekeurige mva%e congruentie axz b (mod m) (met
ab,m)=1 oplossen, Hiertoe gaan wij uit/alle elementen XseeesXy
gereduceerd restsysteem mod m en beschouwen daarna de elementen

‘axq,...,axk. Geen twee dezer elementen behoort tot dezelfde restklasse
mod @% Immags anders waren er indices 1 en J met m‘a(xi—xj).PZij

=Dy ...Pg 8. Dan volgt uit (m,a)=1 zeker (m,pqw)mﬂ, dus pG,“}xiwxj
‘(G”wﬂ,,ﬁ.,a), Derhalve m‘xinx in strijd met de veronderstelling, Verder
heeft men (m,axi)wﬂ want (m,a;mﬂ en (m,xi)m1 (i=1,...,k).

van eeéen
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Dus de getallen 8X 4,00 ,3%, VOrmen ook een gereduceerd restsysteem mod
m, Hieruit volgen twee belangrijke resultaten.

Allereerst blijkt cr dus precies ¢én element van dit restsysteenm
zelijk te zijn nan b, d,w,z, de congruentie ax =b (mod m) heeft precies
één oplossing als (ab,m)=1, een resultaat dat ook wel op andere wijze
voor de dag zal komen,

Verder vindt men na vermenigvuldigen

k

XqoooX, 0 X,0000% (mod m),

1°

waaruit - wegens (xq.. xk,m) 1 volgt dat - =1 (mod m),

Het hierblj optredende getal k, dat van m afhangt, 18 gelijk aan het
aantal getallen dfe tusscn O c¢n m lggen en onderling ondeelbaar zyn metm
Men 1s gewoon dit getal met ﬁw(m) (ook genoemd de indicator van m) an
te geven en vindt dan de

Stelling van Euler,

Als (a,m)=1, dan geldt a ?(m)fiﬂ (mod m),

Hieruit 1is, evenals zoeven bij priemgetallen, de waarde van 2~ (mod m)
gemakkelijk te bepalen., Men neme er slechts voor a¢(m)’1. Ook hier vindt
men uit u=v (mody(m)) voor willekeurige gehele u en v het resultaat
nugzav(mod m) en ook hier behoeft het omgekeerde nie.'te gelden (het
zeldt zelfs in tal van gevallen zeker niet).
Voorbeeld. Bepasal >~ mod 35. Hiertoe moet eerst W (35) worden bepaald.
Vooruitlopende op een later resultaat geven wlj nu al aan hoe 43(35)
te vinden 1s: men schrappe van de rij der getallen 1,...,34 alle 5-vouden
(dat zijn er 6) en alle 7-vouden (dat zijn er 4), Dus ?} (35)=34-6-4=24
en 27 q* 2 j(meﬁ 35), Nu geldt, alles mod 35 nemende, 23#--3, dus

2102 g, aus 2° O=81=11, dus ;,—,‘“} - 88=18.
Opmerking. Voor priemgetallen p heeit men kp(p)np—ﬁ (ga dit na!l), waapr-
na de 8telling van Fermat als bijzonder geval van die van Euler verkre-
gen kan worden,

De congruentie ax=b (mod m) is nu onder de minder vergaande res-
trictie (a,m)=1 op te lossen. Immers dan bestaat a ot mod m en de con-
gruentie 1is aequivalent met de haar oplossing meteen gevende relatie
x§5a”1b (mod m), In het geval dat (a,m)=d #1 is kan men de congruentie
axé{b (mod m) slechts oplossen als d|b. Immers ult d)a en dlm volgt
ﬁ}b. Is aan deze relatie voldaan, dan vindt men a=da', b=db', m=dm'enols
nileuwe congruentie a'x=b' (mod m'), waarbij (a',m')=1. Deze bezit pre-
cies één oplossing mod m', Dan bezit de ocorspronkelijke precies d op-
lossingen mod m,

Opgave 6, Ga dit na.
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Samenvattende vinden wij dus dat de congruentle ax=b (mod m) dan en
slechts dan oplosbaar i1s als (a,m}}b; het anntal oplossingen is gelljk
aan (a,m).

Stelling. De vergelijking Xt tD xnmb, waarbl] Baseees8, €D b geie-
ven gehele getallen zijn (uitcrmﬁrd 1...mn¥0) heeft dan en 8lechts dan
een gehele oplossing (xﬂ,...,xﬁ) als de GGD gm(aq,...,an) deelbaar is
op b,

Bewljs: Z1J nl. de congruentie oplosbaar. Dan is kennelijk g]b. Z1J ome-
gekeerd g]b. W1lJ bewljzen munﬁe oplosbaarheld met volledige inductie en

wel naar de ultdrukking h= S:; k“l. Voor h=1 18 de bewering =zeker Juist.
v=1

© 3

Opzave 7, Ga dat nao.

Onderstel nu dat de bewering juist is voor alle natuurlijke getallen <
<{h. Zonder de algemeenheid te schaden mogen wiJ] onderstellen dat

M| > A, 1; i1s. Dan heeft ¢én der getallen a_+ een modulus
4 = -

a a_-a
n "n=1? “n"“n-=1

die kleiner is dan ]ap,. Geel  dat getal aan met apt€a,_ 4. Dus £ = +1
of -1. Beschouw nu de vergelijking ﬁ1x1+...+an_2+an_ﬂy+(an+5;an_q)xn:b.

Hiervoor 1s de som der moduli der co¥ffici¥nten op grond van de keuze
van & zeker < h, terwljl de GGD der co&ffici¥nten gelijk 1s aan g. Bij
Inductle weet men dat deze vergelljking oplosbaar is. Uit een oplossin

L

(xq,...,xn_g,y,xﬂ) vindt men dan direct de oplossing
(xq,...,xnﬁg,y+g>%wxm) der corspronkeli jke,

Bijzonder geval, De vergelijking ax+by=c bezit bij gehele a,b en ¢ met

(a,b)|c een oplossing.

WiJ vinden nu opnieuw dat de congruentie ax=b (mod m) oplosbaar is als
(a,m)]b. Immers men kan deze congruentie ook in de gedaante ax+mv=b
schrljven en wij weten dat deze oplosbaar is indien (a,m)}b.

Chinese reststelling. Als de cetnllen Thyseossty onderling ondeelbaar
zijn dan bestaat er bij ieder stel gehele getallen D508, €€ geheel
getal x zodanig dat

XZayp (mod mx_) (K=1,...,k)

Bewljs: Voor k=1 is de bewering triviaal., Zij nu de stelling bewezen
voor k-1 in plaats van k en daarblj een oplossing y gevonden, die vol-

doet aan
yEﬂA (mO\ﬁ mA) (Azq,noa,k""’])-

Dan neme men X=y+tmq, .. mkmﬁwaarbij het gehele getal t zo wordt bepaald

dat
X=y+tmg.oamy oAy (mod m.) .

Hiertoe behoeft men slechts de congruentie tmy.oomy 4= 8-y (mod my )

op te lossen en dat kan omdat (mq...mkwﬂ,mk)mﬂlak~y.
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Wij onderzoeken nu algemeen het oplossen vag congru@ntiea van cone-
gruenties van het type f{x)=0 (mod m). ZiJ m=p, 1...@8 8 de cagonieke
ontbinding van m. Uit f(x)=0 (mod m) volgt dan f(x)=0 (mod pg )

(T =1,...,8) en omgekeerd. Z1j x geen willekeurige oplossing van
f(x)=0 (mod pG~U3 (0~ =1,...,8). Dan voldoet x agn de corspronkeli jke
congruentie dan en slechts dan als xz;xcw(mmd gﬁfy) (G"=1,...,8). Juist
op grond van de Chinese reststelling vindt men dat er zo'n getal x te
vinden 1s; immers dec s hier optredende modulil zijn twee aan twee onder-
ling ondeelbaar. Wij kunnen zelfs nog verder gaan en opmerken dat twee
oplossingen x en x' dan en slechts dan mod m verschillen als tenminste
één GO bestaat waarvoor de bijbehorende X - en X'y~ verschillen. Bljge-
volg bezit de oorvpronkelljke congruentie Tyeeelg oploassingen als de
congruentie o

£(x)=0 (mod pgy )
er n, bezlt (67=1,...,8).

Als voorbeeld merken wij op dat van de congruentie x2;;1 (mod 24)
het aantal oplossingen 2x4=8 bedraagt; de congruentie x2§51 (mod 3)
heeft er nl. 2 en de congruentie x2*~1 (mod 8) heeft er 4, De congruen-
tie x25;~1 (mod 15) heeft daarentegen gcen oplossingen, want weliswanr
bezit ngg-ﬂ ‘mod 5) oplossingen, maar x' -»1 (mod 3) heeft er geen,

Wij behandeler thans een tweetal stellingen, waarvan ‘e ene ons een for-
mule over @ (m) zal geven,

Stelling. Als 1a,b)=1 en als x en y volledige restsystemen resp. mod |
en mod a doorlopen, dan doorloopt ax+by een volledig restsysteem mod ab,

Inderdaad, men verkrijgt hier ab getallen van de gedaante ax+by.
Geen twee hiervan behoren tot dezelfde restklasse mod ab, want ult ax+by
= ax'+by' (mod zb) volgt ax=ax' (mod b), dus x=x' (mod b) en ook
by =by' (mod a) dus y=y' (mod a). Omgekeerd als xz=x' (mod b) en
y=y' (mod a) is ax+by=ax'+by’ (mod ab).

Stelling. Als {2,b)=1 en x en y gereduceerde restsystemen resp. mod D

en mod a doorloren, dan doorloopt ax+by een gereduceerd restsysteen

mod ab,

Bewljs: W1Jj hebben aan te tonen dat (ax+by, ab) #1 aequivalent is met:
(x,b)#1 of (y,a'#1. Als (ax+by, ab)=g dan bezit g een priemfactor #1
gemeen met zeker een der getallen a en b, Z1j dit bv. een p met p}a. Dan
is p{giax+by} plajax, dus p|by. Wegens (a,b)=1 en pja is p}b. Dus
ply en (2,y)#1. Omgekeerd is (a,y)#1, dan is er een p met p|a)ax en
plylby, dus plax+by en ook plab.

ﬁijgevglg verdwijnen door voor x en y van gewone op gereduceerde
restsystemen over te gaan uit het volledige restsysteem mod ab van de
getallen ax+by juist die waarvoor (ax+by,ab)#1 is, Hiermede is de stel-
ling bewezen,



Als toepassing ziet men dat het aantal elementen uit het gereducecr-
de restsysteem mod ab (met (a,b)=1) gelijk is aan het product van de
aantallen elementen ult de gereduceerde restsystemen mod a en mod b, an-
ders gezegd: als (a,b)=1, dan 1s W (ab)= @(2) (D). 3 o

Als onmiddalligx cevoly hiﬁrv n zlet men dat voor M=D, «0.Py
Y T4 Us
geldt w(m)= ap(;t),i ) RN Pg ).

Om nu een formule voor q?(m) te vinden is het voldoende er een af

S

te leiden voor mmpr, waarbi] p een priemgetal is. Nu verkrijgt men alle
getallen 2:0 en ¢ pp die relntiefl priem zijn met pr(@.w.z. met p) door
alle p-vouden hleruit weg te laten. Dat zijn er pr'1 stuks, zodat men

ry r r-1 _p-1 , £1 Ty .
vindt &p(p )=p -p " =p ~ '(p=1). Bijgevolg geldt voor m=p, ...pg ~ de
formule s re -1 .

Plm)= T ey (ng==m T (1= o).
Men heeft bv. W (24)=y (2 .“) 2° .2=8, dus wegens Fermat a8;51 (mod 24)
voor alle a met (a,24)#1, d.w.z. voor alle oneven a, die niet deelbarr
zijn door 3.
Opgave 7. Bepaal m zodat QJ*ap(m).
Opgave 8, Bevaal m zo dat g?(m)mﬁm. 77
7

g9 )
Opgave 9. Bepaal de rest bij deling van 9) door 77: ook van 7 door 99,

Het bepalen van m uit de waarde van (P (m) is een robleem waarvoor
1.h.a. geen direct oplossingsprocédé bestant.

Tot slot van deze paragraaf geven wij nog de
Stelling van Wilson., Als p een priemgetal is, dan geldt

(p=1)1= -1 (mod p),

Bewljs: De getallen 1,...,p-1 kunnen op een enkele uitzondering na in
paren worden verdeeld, zodanig “Jat het product der elementen van zo'n
paar =1 (mod p) is. Immers men neme zo'n element a en bepale volgens
het bovenstaande b zo dat ab =1 (mod p) is. Uitzonderingen zijn hier-
blj die getallen wearbij b=a wordt, hetgeen optreedt bij ag~*1 (mod p),
dus pl(a+ﬂ)(a~1), dus bij a=1 en a=p-1. Wij vinden dus ~§1 -2 paren van
het eerstgenocemde type. Hiervan is het product =1 (mod p). Om nu
(p-1)! te krijgen moeten wij dnt product nog met 1.(p-1) vermenigvuldi-
gen, Dan vindt men

(p=1)! = p-1= - (mod p),

waarmee de stelling bewezen is.

Men heeft zich afgevraagd of zowel de congruentie a’ =1 (mod p)
(bi) vaste gegeven a) als de relatie (p-1)! = -1 (mod p) soms ook geldt
motdulo een hogere macht van p, Wat de ecerste betreft is dit bv, bij a=2
onderzocht o.a, door Beeger, De kleinste waarden van p waarvoor geldt

-1
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=1 (mod p°), zijn p=1093 en p=3511, Men kan hier een samenhang tus-
sen dit resultaat en het vermoeden van Fermat afleiden nl. als er natuur-
1ijke x,y,z en p (met p >2) bestaan, waarvoor x wp P en tevens p*x*yz,
dan geldt 2P~ 1 = 1 (mod ta). Dat de laatste relatle echter niet de ver-
vulbaarheld van de vergelijkinz van Fermat garandeert blijkt bv, daaruit
dat bewezen 1s dat voor p=1093 en p=3511 Ja zelfs voor geen cnkele p met
0 & 253747889 en pu%xyz de relatie xP+yP=zP te vervullen 1s. In 1953 be-
wezen van Wijngaarden en Duparc dat hieruit vmlvg dat elk der getallen
X ,¥y en z minstens gelijk moet zljn aan WGGXWQ . Overigens is nog aan-
getoond dat het getal p, indien hiervoor "Fermat zal gelden', ook moet
voldoen aan 3p =1 (mod n ). Een eenvoudige oplossing hiervan 1is gemaok-
kelijk te vinden, 21, p=11. Uit "Fermat" volgt echter niet dat ook nog
meet gelden 5@—1521 (mod pg),

Van de congruentie (p-1)! = -1 (mod pg) kent men tot nu toe nogz
slechts enkele oplossingen waarvan wij noemen p=5, p=13.

Een ander bewijs van de stelling van Wilson volgt door een geheel
ander soort beschouwlng. Wij vonden hierboven dat als p een priemgetal
ig en de congruentie
f{x) = x4 ﬁqu‘q +...47, =0 (mod p)

de wortels X,,...,%X, bezit, men heeft
1 ¢

£(x) =(x-x,)...(x-x, ) (mod p).

us a, = - E (mod p), =o,= > Xy X, (mod p), enz.
cT iy
1

Neemt men nu f(x):xp" -1. Wij weten op grond van de stelling van Fermat
dat f(x)=0 (mod p) de wortels 1,2,..,,p-1 bezit., Hierult volgen door
vergelljken van coBffici¥nten tal van resultaten. Neemt men de laatste

dan vindt men -1=1.2....(p-1) (mod p), waarmee de stelling van Wilson
opnleuw bewezen is,

Een ander resultaat luldt
D=1
O0=9% _n=1+2+ ...+ (p=1) (mits p)2).
Ne=
Dit is overigens triviaal. Voor p:>3 heeft men verder

0= (mod p).
0<4&n (m {p

Dus geldt ook %j g: n)2 -2 Z nm = 0-0=0 (mod p).
= n=="] ngm
Hieruit volgt nog een belangrijke formule,

Beschouw daartoe de teller t van de als onvereenvoudigbare Dbreuk
geschreven uitdrukking
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=
Wij tonen aan dat deze deelbasr 1s door p“. Nu heeft men

"’1 .1“‘"’1 3"‘1
el = g:: % * %Zf *jf'“ é:: ET%:ET s
N E

Nexl n=14 P70

zodat het voldoende is om nan te tonen dat %:9 ET%:KT een teller heeft
die door p deelbaar 18, n=1

Beschouwt men bij elke n die niet deelbaar 1s door p ook het getal
n' met 0<n'¢p en nn'=1 (mod p) dan is p,% aequivalent met pln‘ en zo
doorgaandes

p-1
p| > 1 1s sequivnlent met p| & n'(p-n)',
Tie= nip-n n'

Uit n#wn(nmm p) volgt n’iﬁn‘(nmd p); dus als n=1,...,p-1 wordt geno-
men doorloopt n' een permutatie dezer zetallen. Verder is (p-n)'= -n'

P -
(mod p), dus :E: n'(p-n)'= - > n'e - g;: ngggO (mod p), waarmee de
H

n n' n=1
bewering bewezen 1is.
-1
Dus pgl‘gzz % voor priemgetollen p >3 (stelling van Wolstenholme).

Tz oy D=1
Of er een priemgetnl p bestaat, waarvoor toevallig p5’% % geldt, 1s
="

niet bekend, Zeker moet gelden pD 367,

§ 5  Quadraatresten.
Definitie. Een getal & heet quadraantrest van (of mod) een prlemgetal p
als er een getal k niet deelbnar door p bestaat zodanig datza;}f mod p).
Bestaat zo'n getal k,niet deelbnar door p, niet, dan heet a
cen niletrest.

Als a quadraatrest 1s van m 1s elk getal dat mod p congruent 1s
met n het ook. Hetzelfde geldt ten aanzien van nietresten. Om alle qua-
draatresten mod p te bepalen is het dus voldoende de p-1 getallen
15...,0=1 te onderzoeken.

Voor p=2 laten wij het onderzoek aan de lezer over. Z1j nu p een
priemgetal » 2, Beschouw de tussen O en p gelegen getallen Xy met
xiggigﬁmod p) (i=1,..., %(p;%)). Geen twee dezer getallen zljn gelijk,
Immers Xy=X leidt tot p )iﬁ—jgz(i+j)(i~g) hetgeen wegens 0¢ 1,Ji¢3(p-1)

o uitgesloten is, Voor 1 tusgen 5p en p heeft men verder kenne-
1ijk xpuiggig(mod p). Bijgevolg vinden wij dat er precies =3 (p-1)

quadraatresten bestaan. Er moeten dus ook %(p-1) (nl. p-1-k(p-1)) niet-
reaten zljin,

Stelling, Het product van twee quadraatresten is een quadraatrest; van
een quadrastrest en een nietrest 1s een nietrest en van twee nietresten
is een quadrasatrest.
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Bewljs: Zijn 2 en b quadraatresten, dan bestaan er getallen h en k met
a=k“ (mod p), bg hg(mod p), dus abig(kh)g(mcd p) en ab is quadraatrest.

Is a quadraatrest en t nietrest, dan leidt de onderstelling dat ab
ook quadraatrest 1s tot een xavtradictie. Immers er bestaan dan getallen
h en k m&t/agkz(mod D), swz_wh (mod p), dus ngbg(hk)z (mod p) en
lag(hka°ﬂ) (mod p), in strijd met de onderstelling over b,

Laat tenslotte b een vaste nietrest zijn. Beschouw de verzameling
der p-1 onderling mod p incongruente getallen x, wsarbij x=1,2,...,p=1.
De getallen xb zijn dan ook onderling incongruent en de 4 (p-1) getallen
van dit stel voor welke x een quadraatrest is zlijn, zoals wij zojuilst
zagen, niletresten, Dan moeten de overige 3(p-1) getallen (welke dus pro-
ducten zijn van twee nietresten) juist de $(p-1) quadraatresten opleve-
ren,

Definitie. Onder het symbool van Legendre (%) verstaat men:

het getal +1 als a quadraatrest is mod p;

het getal -1 als a nietrest is mod p;

het getal 0 als a deelbaar is door p.

De voorafgaande stelling, aangevuld met eenvoudige overwegingen voor ge-
vallen waarin het symbool van Legendre nul is, levert ons de volgende
formule:

B(E) = ().

Deze formule geldt ock voor het priemgetal 2.
Opgave 1., Bewijs dit,

Euler heeft een criterium gegeven om bij gegeven oneven prilemgetal
p uit te maken of een getal a guadraatrest of nietrest is. Dit luidt als
volgt:

o

Als a quadraatrest mod p is, geldt as (p—1)§£+1 (mod p);
2ls a nietrest mod p is, geldt mﬂ(p 1)53—ﬂ (mod p).

Waar hiermede alle gevallen met p,fﬁ z1ljn ultgeput, gelden ook de omke-
ringen van deze beweringen,

-
Bewljs: Zij a quadraatrest mod p. Er is dan een getal h meteagtf’(nwd o),

dus 3 .
82(p~1)2 hP=1 24 (mod p),

waarblj de laatste congruentie die van Fermat 1s, Beschouw thans de con-
gruentie xp”q::ﬂ (mod p), met haar p-1 wortels 1,2,...,p-1. We schrijven
nu B

(x%(p'q)mﬂ)(x%(p“q)+ﬂ)§gO (mod p).

Elk dezer factoren moet nu 3(p-1) nulpunten bezitten, want geen van bei-
de kan er meer hebben dan zljn graad bedraagt en samen hebben ze er p-1.
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De eerste factor heeft als nulpunten de 4(p-1) quadraatresten mod p,
zodat de laatste juist de 3(p-1) nletresten als nulpunten moet bezitter.
WiJ kunnen het resultaat ook anders formuleren:

: Lfpmon
(@) =7 (noa ).

Immers beide leden nemen tegelljk een der waarden +1, -1 of O (de enige
ervoor mogelljke woarden) aan.

Deze laatste congruentie geldt ook weer voor p=2.

Opgave 2. Bewljs dit,

WiJ kunnen nu reeds nagaan van welke priemgetallen -1 een quadraat-
rest 18, Immers (%%)5(—ﬁ)%(p"q)(mod p) en het rechterlid is +1 als
pz1 (mod 4) 1s en -1 21s p=3 (mod 4) is. Dus -1 is een guadraatrest
van alle viervouden +1, mits die priem zijn en nietrest van de priemge-
tallen die viervouden +3 zijn.

Hierult zijn tal van belangrijke conclusies te trekken, Allereerst
tonen wilj aan dat er onelndig veel ondeelbare getallen zijn, die een
viervoud +1 zijn.

Bewljs: Zijn Dgseessly de eerste n ondeelbare getallen, dile viervouden
+1 zljn, dan beschouwe men het getal

o

RS S I
1 “n

u = 4p, -
Is u priem dan 1s hiermee een nieuw ondeelbaar viervoud +1 gevonden, Is
u samengesteld, laat dan p een priemfactor van u zijn, Dan heeft men

)

(]
] [ = _
D7D 1 (mod p),

i

dus (%;)mﬁ en p 1s een viervoud +1, kennelijk ongelijk aan de al bekeun-

de priemgetallen Daseeesby, .

Opmerking. Wij vinden hier nog icts meer, nl. dat alle (priem)delcrs
van een getal van de gedaante Hm2+1 zeker vicrvouden +1 zijn. Dit resul-
taat hangt samen met een tweede belangrijke toepassing dile wij van het
bovenstaande willen geven,
Stelling. Elk ondeelbaar 4voud +1 is te schrijven als som van twee
quadraten,
le Bewl js:
WiJj leiden eerst een paar hulpeigenschappen af,

I. Het product van twee quadraatsommen is weer een quadraatsom.
II.Als een ondeelbare quadraatsom deelbaar is op een andere, dan 1is het

quoti¥nt weer een quadraatsom,

Ad I, (a%4b°)(a%4B%) = (ah+bB)® + (2B-bA)%= (an-bB)Z + (aB+ba)2.
Anders: O =atbi, 3=A+Bi. Dan geldt
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(2°+6%) (A%4B°)= A & . {3/”3 - XB. %P = Cﬂé&ﬁ

en het laatste en voorlnatste 1id is 21s norm van een "geheel" complex
getal weer een quadraatsom,

; ” 2..,21,.2. .2
Ad II. Z1j p=a"+b"|A"+B", Dan geldt

Q =

4

noc Doz 2., ne < e
AZ+BS _ (2°40%) (A%4B%) _ (2A4bB)°+(aBygba)°
77 = 2 ) -
a“+b P P

9}
) <:’-3A“3:b§3)2 N (SngA>@
D

Nu 18 hetzij aA+bB, hetzij 2A-bB deelbaar door p. Immers hun product is

L a3 o IS s ] 9]
2°A°-b“B° = 2°A%+3°B%= a“(A“4+B)=0 (mod p).

i

Anders: Ult de onderstelling volgt in de blj I gebrulkte notatie dat
d&)ﬁﬂ Omdat p= & priem is, is o priem in de ring van Gauss.

Qogave 3, Bewljs dat,

oo

Omdat de ring van Gauss een ontbindingsring is, is dan O deelbaar het-
zlj op ﬁ , hetzli op ﬁ Onderstel bv,. OC/(j . Dﬁn i8 er een in de ring
van Gauss me’cdd/z B . Men heeft dan 0‘5*—()/(37: [3/3 en het gezochte quo-
ti¥nt 1s van de gedaante a’)f, dus een quadraatsom,

Nu het bewijs van de stelling zelf, 71j het priemgetal px-1(mod 4).Dan
18 er een U met ugﬁ—-ﬂ (mod p), waarbij wij zonder de algemeenheid tc
schaden mogen onderstellen dat O(u\(:} (p=1). Dus 112+1=:pv met v<£p. Van
het getal v 1s elke priemdeler g, zoals wi] a2l zagen, een viervoud +1
en tevens geldt g ¢p. Bij inductie ncemen wij aan dat de stelling bewe-
zen 18 voor alle ondeelbare 4dvouden +1, die <« p zijn, d.w.z. elke q is
een quadraatsom. Wegens I is dan v als product van quadraatsommen ook
een quadraatsom, Deze lantste is een deler van de quadraatsom uZM.
Dus wegens II 1s ook p een quadraatson,.
ce Bewljs: Z1J p een ondeelbnar 4voud +1. Er is dan een getal u net
u’”s—ﬁl (mod p). Dus p]uE+-’iz Xk met Ol =u+l, Er zijn nu twee gevallen
mogelijk: 1° p 18 ondeelbaar in de ring van Gauss of p 18 aldaar samen-
gesteld, In geval 1° moet p op zeker één der factoren O en & deelbaar
zijn. Onderstel bv. p | . Maar dan geldt D ‘ X, d.w.z. p ‘& . Dus
pfoe..é?mm, in strijd met pz1 (mod 4). Bijgevolg geldt 20, dus p 1is
samengesteld in de ring van Gauss. Omdat p priem is in de verzameling
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der gehele getallen moet p zeker een_complexe (niet reéle)dele% 3
bezitten. Maar uit *|p volgt dan 5lp. Dus p= AR , d.w.z. p is een

quadraatsom. Het 1s nl. uitgesloten dat p meer complexe delers bezit.
Opgave 4, Bewijs dit.
3¢ bewljs: Evenals hierboven ziet men in dat er een u bestaat met

u2+4=vp. ZlJ m de kleinste positieve waarde van v waarvoor vp de som
van twee quadraten 1s. Dan heeft men mp~x2+y2 en m¢p. Zij x'=x (mod m),

y'=y (mod m), zodanlg dat O<|x'|< 3m, O <[y | < 2m. Dan geldt
(%<x'2+y12<: m2 en xf2+y B £?+y2::0 (mod m), dus x'“+y' 2~mn2met
O<:n<:2m Stel nu dat n>0 was. Dan gold mgnp~(x )(x'2+y‘ )=zg+w2 net

Z=XX ' +yy"‘x2+y2::0 (mod m); w=xy'-x'y=xy-xy=0 (mod m), dus

np= ( ) +( )2 in strijd met de minimaliteitsdefinitie van m,
BiJgevolg is n=0, dus x'=y'=0 en ml|x, m|y. Derhalve m21x2+y2=mp, d.w.z.
njp en m=1. Q.e.d
Opmerking. Een bewljs, analoog aan dit derde, zal later worden gegeven
voor de stelling dat elk getal te schrijven is als de som van vier gqua-
draten.

Met behulp van de stelling van Wilson kan men voor p=" (mod 4)
gemakkelijk de oplossingen geven van xg*-—ﬂ (mod 4). De getallen
x= +(%(p-1))! voldoen nl. Immers men heeft 1={p-1), 22-(p-2),...,k=~(p-k)
dus x=(3(p-1))!=1.2. ... 3(p-1)= (- )2(p 1)(p 1)(p=-2)...5(p+1) =
(p=1)(p-2)...5(p+1) en wegens Wilson geldt dan inderdaad X E -1 (mod p).
Opgave 5., Ga na tot welk resultaat deze methode voert bij een priemge-
tal p=3 (mod 4). '
Om lets naders over het symbool van Legendre te vinden, leiden wij thans
af het ' '
Lemma van Gauss. Zijn p en g twee verschillende priemgetallen en p#2.
Reduceert men de 3(p-1) getallen 1.4,2.9,...,5(p-1).q tot hun absoluut
kleinste resten mod p, dan voldoet het aantal N dier negatieve kleinste
resten aan (%): (—)N.

Bewljs: Zi] j,q;rimodp),waarbij r, de te beschouwen absoluut kleinste

1

rest is, De 3(p-1) getallen qul"' ]rl< -1) ] vormen dan een permuta-

tie der getallen 1,...,5(p-1), want p ry-Ty en pfryiry voor alle moge-

lijke paren j en k met j#k, Immers LTy q(J+k is wegens 0<J, kd(p-1)

nlet deelbaar door p. Bijgevolg heeft men ]r ‘TL(p 1)) s(p-1), d.w.z.
L(p-

i(p-
(2(p=-1))! qg(p 4)5(—)N Co...0L =(3(p-1))! (mod p),
1 5(p-1)
dus wegens het criterium van Euler:

(%)zq%(p"q):;-(-)N (mod p),
en wegens p#2 ten slotte (%)=(—)N.

Dit lemma maakt het ons inderdaad mogelijk om voor bepaalde waar-
den van p en g het symbool van Legendre ult te rekenen. Wij geven als
voorbeeld het geval g=2,

Z1j allereerst z(p-1) even (=2s). De te beschouwen absoluut klein-
ste resten zijn nu 1.2,2.2,...,8.2; (s+1)2-p, (s+2)2-p,..,,25.2-p.
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Het aantal N is het aantal uitdrukkingen van de tweede groep en blijkt
na uittellen te zijn s= %(p—ﬂ). Is nu p=1 {mod 8), dan is s,dus N, even
en (%&: +1. Is p=5 (mod 8), dan is s,dus N, oneven en (%):-1.

Zij vervolgens 5(p-1) oneven (2s+1). Nu zijn de te beschouwen abso-
luut kleinste resten "

1.2,2.2,,..,8.2; (s+1)2-p, (s+2)2-p,...,(28+1)2-p

en het aantal N der uitdrukkingen van de tweede groep is nu s+1. Is
p=3 (mod 8), dan is s even, dus N oneven en (%):-1. Is echter px=T(mod 8),
dan is s oneven, dus N even en (§)=+1.
Samenvattende vindt men dat 2 quadraatrest 1s van de priemgetallen
p met p= +1 (mod 8) en nietrestis van die met p=+3 (mod 8).
Cpgave g: Bewljs op analoge wijze dat 3 guadraatrest is voor de priem-
getallen p met p= +1 (mod 12) en nietrest voor die met p=+5 (mod 12).
Opgave 7. Bereken het symbool (%) van Legendre voor q=—2::3,6 en -6,
WiJj bewljzen thans een beroemd theorema dat ons een algorithme op-
levert voor de beﬁaling van (%) voor willekeurige ondeelbare p.
Reciprociteitsstelling van Legendre, Indien p en g oneven priemge-
tallen zijn heeft men (%}(%)=<_)§(D-1)-§(Q-1)
Bewijs: Wij gebruiken bij het bewijs het lemma van Gauss. Eerst beschou-
wen wij de getallen

hp:ah+qsh met O'<ahf<q- (h:ﬂ,...,%(p-ﬂ)).

Men heeft dan s, = [%% . Telt men deze 3(g-1) relaties op, dan vindt

men

(1) S e =S ah+q}_:[%9],

h h h

waarblj alle sommen lopen over h van 1 tot en met 3(g-1). Nu komen er
onder de resten a, een aantal voor die gelegen zijn tussen g en q.
Schrijft men deze als ah=q+bh dan 1is bh een absoluut kleinste rest mod g
en het aantal optredende getallen bh is wegens het lemma van Gauss ge-
1lijk aan M=(%). De overgebleven getallen a,, en de nu juist ingevoerde
bh’ =-b, vormen een permutatie der getallen 1,...,3(g-1), dus hun som
is gelijk aan 3~ h, bijgevolg is de som der overgebleven getallen ay
de getallen bh,hafgezien van een even bedrag, ook gelijk aan }::h. Wi
vinden dan uilt (1)

> hp_:;Zé h + M.g +q Z’[@] (mod 2),
h

n a

©n

dus, omdat p-1 en g-1 even zijn,

A

M= hp (mod 2).
h aq
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Evenzo vindt men dat het aantal N der absoluut kleinste negatieve res-
ten mod p uit het systeem q,2q,...,5(p-1)q voldoet aan

N = 5;[%51 (mod 2),

waarbij k loopt van 1 tot en met 5(p-1).
WiJ vinden dan

- N — hp ) < gﬁ] ‘

(2) Mo+ N = [h;h?] + 2‘1?[\? (mod 2)

Meetkundig 1s gemakkelijk de waarde van het rechterlid van (2) te vin-
den, Beschouw danrtoe in het x,y-vlak de rechthoek R met hockpunten
(0,0), (0,3(a-1)), (3(p-1),0), (:(v-1), $(a-1)). Het aantal erin gele-
gen roosterpunten (dﬁt zijn punten met gehcle co¥rdinaten) dat niet op
ten minste een der assen is gelegen is kennelijk gelijk aan ¥p-1).3(q-1).
Anderzi jds verdele men de rcchthoek R in twee gedeelten door de rechte

Y= % X, Op deze rechte liggen binnen R geen roosterpunten.

Opgave 8. Bewijs dit,

De rechte verdeelt R in twee gedeelten., Eerst tellen wij het aan-
tal roosterpunten in het onderste deel en wel door dit kolomsgewl jze
te tellen. Dit nantal in de kolom x=k 1is juist gelijk aan [—9] , zodnt
het onderste dcel Juist 5: [41 roosterpunten bezit., Het analoge re-
sultaat voor het Lovehstm]dcel leert ons dan dat het rechterlid van (2)
gelijk 1s aan het tot~le aantal 5(p-1).5(g-1) roosterpunten van R. D~u
levert (2) ons

M+ N= 3(p-1).5(g-1) (mod 2),

M+N >(p-1).3(a-1
() = &) T )

dus

v

Toepasgingen. Als toepassing bepalen wij de waarde van een aantal sym-
bolen van Legendre. Men rechtvaardige ileder hier optredend gell jkteken,
11 12
(F)=(3)= (3)=-(12)= ~(£)2(F)= -(p)=(=(2)= 1.
= 1 -1 5 = /l = = 5 = = .
(39)= + (37)= (Fp=()=(2)=(3)=(8)= 1.

Opmerking. Dat (é%&: +1 en (%): -1 18, volgt ook direct uilt opgave O,

(39) = (= EDED=B) =8 (E) (D)= 1.

Is p#2, dan is (é)m(g) en als pz+ 1 (mod 5), dan vindt men voor

(%) kennelijk +1, immers ( )=1 en (~Q3 1 omdat 5=1 (mod 4) 1is, Is ech-
ter 9-+2 (mod 5), dan g@ldt bij p= 2 het al gevonden vesultaat ( y==1
en bij pe-2 vindt men by, (%?)m( ){1%) ==1.1==1, Dus ( )=+1 als p~w+1
(mod %) en (5)mw1 als p=+2 (mod 5).
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Opgave 8. Leid het gevondene van de vorige opgave af met behulp van de
reciprociteltsstelling,
Opgave 9. Onderzock voor welke waarden van p het symbool (%?) gelijk is
aan +1 en wanneer het gelljk 1s aan -1,
N e
Opgave 10, Hetzelfde voor (=).
Pg elfde voor (p)
Het symbool van Legendre (%) is gedefinieerd (en na het voorafga n-
de 1n principe tc berekenen) voor willekeurige m en priemgetallen q.
set geeft ons tevens uitsluitsel of de congruentie ngzm (mod q) oplcs-
basr 18 of niet. In principe 18 hiermee ook het onderzoek der congruen-

tie xgggm (mod n) uit te voeren, mits men maar van n de priemontbinding

kent en mits men congruenties van het type xﬁésnx(mod qp) voor ondeel-
oare g ken oplossen. Hierop komen wij weldra terug. Toch zou men zich
kunnen afveagen of ook een symbool (%) voor willekeurige m en n in te
voeren is en of het van belang is om hlermee ultsluitsel te krijgen over
de oplosbaarheid van congruenties van het type x%zxn (mod n). Het eerstc
is gemschied; het tweede blijkt echter niet het geval te zijn.
Om allereerst het symbool (%&(vgn Jacobl)voor samengestelde n in
te voeren stellen wij bij n=q, 1...qs ° bij definitie
@ -7 (@
=1 7
waarmee het symbool van Jacobl 1s teruggebracht tot dat van Legendre.
Men heeft nu

3o

stelling. (30) = (-1)2(=1) 5 (2) < (oq)s(0™-1) (2 }n)

Bewljs: WiJ tonen de bewcringen san door volledige inductie naar het
aantal priemfactoren van n. Stel n=pn' en stel de relatles gelden reeds
voor n', Dan heeft men

- -1y (- s(p=1)  %fnt-1) 3 (n-1)
() = FEo=-0" =) (o) ,
want %(p”")“’%(“'"q)—%(h-q):—%(‘z_p‘(" nY)EO (mOd 2)

en verder

(B)= (&) (2 )-(-1)F BN (5 (L -0)

L)

want g(p°=1)+ g(n12-1)- §(n°-1)= - 5(p°-1)(n"2-1) =0 (moa 4).
Stelling, Als 2fmn, dan gelds (3)(2)=(-1)%(m=1)-2(n=1)

Bewljs: Wij geven een bewljs donr inductie naar de som der aantallen priem-
factoren'vanmen n, Isd’e com 2 en zijn nenm elk priem dan geldt de relatie vol-
gens de gewone reciprociteitsstelling, Zij de som M 2 en stel zonder de
algemeenheid te schaden n=pn' waarbij p priem is en de stelling voor n'

en m reeds bewezen verondersteld is, Dan heeft men
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(B3 = O EED.

Op grond van de iﬂdd@ti@@ﬂdh?uttllih& 1s het product van de eerste en
derde factor gelijk aan (-1)° 5 (p-1)5(m-1) en om dezelfde reden 1s dat
van de tweede en vierde gelljk nan (-1 ~~(n‘-—’§).%§(m-'}). Het product von
de gevonden uitdrukkingen is (-1)¢ 5(m- (n"q), want

3(p-1).5(m=1)+5(n1-1).3(m=1)=3(pn=1) .3 (m-1)=-4(p-1)(n'-1) .3 (m-1)
=0 (mod 2).

Voorbeeld (5W) (éj)mﬂ. Echter is x2§§5 (mod 21) onoplosbaar want
=5 (mod 3) en X%ﬁ 5 (mod 7) ziJjn het belde. Inderdaad heeft men

<m>n<g><$)mw.-azm

Wij besluiten deze paragraaf met de behandeling der quadratische
congruentie -

ax® + bx + ¢ 20 (mod m).

Zoals reeds betoogd is mag men zonder de algemeenheld te schaden het
onderzoek terugvoeren tot dat van

o]
ax® + bx + ¢ =0 (mod p"),

waarbij p een priemgetal is,

Eerst beschouwen wij het geval r=1 en daarbij mogen wij onderstel-
len dat p ¥a, omdat men anders een reeds behandelde eerstegraadscongrucn-
tie verkrijgt. Dan 1s wegens het bestaan van a7 (mod p) de congruentie
terug te voeren tot een van het type

X° + mx + n=0 (mod p).

Het geval p=2 1s gemakkelijk na te gaan. Men heeft dan trouwens
2
A = x (mod 2),

Opgave 11. Voer dat ult.
Onderstellen wij p oneven dan bestaat 27 -1 (mod p) en men vindt

L \2 c
(x + 4m) a&m‘z -n =D (mod p).
Is nu ( Y= +1 dan is de congruentie oplosbaar; is (g) =0 dan eveneens.
A% echter (—)n~4 dan 1s de congruentie, dus zeker ook die met modulus
p voor r}'!, onoplosbaar,
Het onderzoek van de congruentie

f{x) = X% 4+ mx + n=0 (mod p")

voor r > 2 behoeft dus slechts te worden verricht als die voor r=1 oplos-
vaar 18, Wij geven nu een procédé aan waarmee men de congruentie

mod pv+ﬂ kan oplossen als dat mod pr reeds 1s geschied. De gezochte op-

lossing x moet dan mod pp zeker overeenstemmen met een der oplossingen,
zeg u, van de congruentie mod pp. Stel de oplossing Xmu+vpp. Dan heeft
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men
(3) f£(x) = £(u) + vp" £'(u) + gv* er £'1(u),

dus wij hebben wegens 2r >r+1 en p#2 te zorgen voor

£(u) + vp" £'(u)z0 (mod p™*),
d.w.z. 2u) 4 v pr(u)=0 (mod p).

p
Is p&'f’(u) dan voldoet vg-——-ﬁiﬁlm (mod p) en dus

p"f! (u)
XZu- %&%%7 (mod pr+1); men vergelijke hiermee het benaderingsprocédé
van Newton bij vergelijkingen. In het geval dat f'(u) 0 (mod p) heeft
men wegens (3)
£(x)=f(u) (mod p™*")

r+4} o

en slechts als p f(u) vindt men dan een oplossing (en wel x=u).

In het gevol tenslotte dat voor de congruentile ax?+bx+c*'0 (mod pr)
geldt p®la muti1<fa<r‘1osse men eerst op de congruentie bx+c-0 (m@d p°).
De oplossingen dér corspronkeli jke congruentie moeten zeker mod p over-
eengstemmen met die der niecuwe, waarna daarult op de hierboven aangege-
ven wijze successievelljk oplossingen der oorspronkelijke congruentie
met modulus p8+1, ps+2,...,pp kunnen worden gevonden

Ons resteert nog het onderzoek van de congruentie
ax° + bx + ¢=0 (mod 2%),

hetwelk wlj echter gnarne aan de lezer overlaten. Er worde hierbij no_
gewezen op het felt dat in het geval dat b even is een oplossing voor
de modulus 4 niet uit een voor de modulus 2 te vinden is, maar recht-
streeks moet worden bepaald. Dit geldt dus in het bijzonder voor de
congruentie xg-—:-v a (mod 27).

Opgave 12. Los op de congruentie
<0 - 1= 0 (mod 49).

Opgave 13. Eveneens
x(x=1)(x=-2)(x=3)=0 (mod 2400),

Qggaver1¥. Onderzoek voor welke priemgetallen p de congruentie

x> - x-12 0 (mod p)

oplosbhaar is.

Opgave 15. Bewljs dat voor alle gehele a de uitdrukking an—aB deelbaar
is door 32760.

Gg&ava 16, Bepaal het aantal nullen waarop het getal 19! eindigt en ook
welke twee cljfers aan die nullen voorafgaan.
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§ £ Primitieve wortels

De hierboven gevonden congruentie van Euler luildde
§(m)
2 =1 (mod m) , mits (a,m) = 1.

Men kan deze desgewenst ook zo interpreteren, dat elk element x van het
gereduceerde restsysteem mod m voldoet asan x f(m) 21 (mod m). Natuurli jk
ls het mogelijk dat er een positieve exponent e 1is die kleiner 1s dan
¢(m) en waarvoor een getal a ook reeds voldoet aan a® 21 (mod m). De
kleinste positleve exponent ¢ waarvoor geldt a® = (mod m) zullen wi,
noemen de primltieve periode of de primitieve exponent (of DE periode

of de periode of DE exponent of de exponent) van a mod m, Wij geven dezc
wel aan met ca(m), soms kortweg met c(m) of zelfs met c.

Stelling. Als a” =1 (mod m), dan geldt ¢in.

Bewijs: Stel n=gc+r met gehele q en 0 %r ¢c. Dan geldt a® =1 (mod m),

C are “"_ . -
dus a% 21 (mod m), dus a¥2a%°*Tua 21 (mod m), dus r=0, op grond van
de minimaliteltsdefinitie van ¢. Derhalve cin.

. . . N 1
Cpmerking. Omgekeerd als cin geldt uiteraard a~ =1 (mod m). De getallen
n, die aan deze congruentie voldoen vormen dus het hoofdideaal (c).

Gevolg. In het bijzonder geldt dus cl¢ (m).

Stelling, Als alz1 (mod m) en 2%z (mod m), dan geldt voor g=(h,k) ock
a8 21 (mod m).

Bewljsi Voor de GGD g van h en k geldt de schrijfwijze g=uh+vk, waarbi
u en v passend gekozen gehele getallen zijn., Dan heeft men, in aanmer-
king nemende dat (a,m)=1 ic en dus a~" mod m beztaat,

a‘”’; - a?ih*}"\?l{x( ah>u(a}{>v

21 (mod m).

Toepassing. Gevraagd zij aP-1 te factoriseren,

Ulteraard geldt awﬂiapwﬁ. Wij nemen aan dat de factorisatie van a-1 be-
kend 1is,

Een priemfactor g van d= aP-1 = ap"1+...+1 voldozt san aPz 4 (mod 7).
» i W {
Voldoet ze ook aan a 1 (mod g), dan heeft men O =d %ap*1+,..+1 2N+, =
= p (mod q), dus g=p en pla-1. Om nu andere priemfactoren r van d te
vinden dan diegene die deelbaar zijn op a-1 merken wij op dat uit
aP=21 (mod r) volgt dat de exponent van a mod r een deler is van p, dus
gelljk aan 1 of p. Wegens r‘*auﬁ moet dle exponent dus p zijn. Ander-
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z1jds geldt at "1 zq (mod r), dus plr-1 en r 31 (mod p); zelfs wegens

2ir-1 ook r =1 (mod 2p) (mits p#2 is).
Voorbeeld. Ontbind 2"-1, Men onderzoeke alle priemgetallen die voldoen
aan p £1 (mod 22). Rcede p=23 voldoet en QWXﬁm23.89.

ave 1,

]
Ops Als q en p=24+1 beide priem zijn en (%)m@, dan geldt pl2~-1.
Toon verder aan dat dit slechts kan optreden als p® -1 (mod 24) is.

Opgave 2, Als a, benn natuurlijke getallen zijn en p een priemdeler

is van anmbn, maar niet van a"-b" met O <m <n, dan geldt p 1 (mod n).
Opgave 3. Ontblnd in factoren §“-2¢E ook 520~32Q.

Definitie, Een getal  heet primitieve wortel mod m als zijn primltlevec
exponent gelijk is aan ¢ (m).

Voor een primitieve wortel mod m vormen de getallen ﬂmga,g,ge,...,
g1§(m)*1 kennell jk een gereduceerd restoysteem mod m,

Opgave 4. Bewijs dit.

Stelling. Als g een primitieve wortel mod m is, dan 1s de exponent c¢
van h=g" mod m gelijk aan f%?l, waarin d=(n, ¢(m)).
n m

Bewijs;: Ult g ¢ (m) £1 (mod m) volgt g = ¢ = 1 (mod m), dus
f?mg

h 21 (mod m), dus c | ﬁﬁ%l .

Uit h® =1 (mod m) volgt " 21 (mod m). Omdat g een primitieve wor-
tel is mod m vindt men <f(m)]nc, dus

fm)
C
Gevolg. Het getal h=g' it een primitieve wortel mod m als maar (n, @(m))=1
is. Zodra dus voor een getal m het bestaan van één primitieve wortel is
aangetoond, blijkt dat er precies <y(«§(m)) primitieve wortels bestaan.
Thans gaan wij onderzoeken welke getallen m primitieve wortels be-
zitten. Hiertoe tonen wlj aan dat m geen primitieve wortels bezit als m

door 4 deelbaar is en #4 is, en ook als m tenminste twee verschillende
oneven priemfactoren bezit,

g-c, dus

m) | . . 1
}:. Bijgevolg ¢ = .

s U

r
Immers in het eerste gevalstelle men m=2 n; n gneven. Is n=1, dus
; o
r23 dan heeft men voor elke oneven a de relatie a© =1 (mod 2").

Opgave 5, Bewl])s deze relatle.

Wegens ot e, % @(a”} is a dus geen primitieve wortel,

Is n¥1, dan heeft men voor a met (a,m)=1 de relatle a?(n)zaﬁ (mod n),
waarblj ¢(n) even i3. Dus in verband met 22"z 4 (mod 27)(geldig voor
r22) vindt men agvh g(n) =1 (mod m) en 2 is geen primitieve wortel
wegens ar*gif(n)m 3 ¢(m).
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In het tweede geval gelden voor mmpyn (n oneven en #1, niet deel-
baar door het priemgetal p) en a met (a,m)=1 de relaties apruﬁ(@"1) E
(mod pF), en a $\0/ =4 (mod n), waarbij @(n) weer een even natuurlijk
getal 1s, Dus a%pr*ﬁ(p‘q>@(”) 21 (mod m) en a is wederom geen primitieve
T p-1) @(n)=t @(m).

De enige gevallen wa:rin m dus een primitieve wortel kén bezitten

wortel wegens 3p

zijin m=2, m=4, mmpr en mepr, waarbl] p een oneven priemgetal 1s., Inder-
daad bezitten 7 en 4 resp, de primitiecve wortels 1 en 3, Z1Jj verder g

een primitieve wortel mod pr, dan is datgene van de getallen g en pr+g,
dat oneven 1s, een primitieve wortel mod Bpr.

Opgave €. Bewljs dat.

Het 1s dus nog voldocnde om het bestaan van een primitieve wortel
mod pP aan te tonen, Wij doen dat eerst voor het geval r=1.

Wij bewljzen eerst de stelling door nu lets meer aan te tonen, nl.:
21) d een deler van p-1, dan bezit de congruentie

x 21 (mod p)

juist ¢ (d) oplossingen met perlode d.
Bewljs: Voor d=1 1s de bewcring triviaal. Z1) d »1 en de bewerlng Jjuict
voor elke deler d' van d met d'<d. Het aantal oplossingen met periode

d i1s dan gelljk aan d- Zivg(d’), welke uitdrukking, zoals men gemakke -
drid
d '#£d

11Jk inziet (en zoals in de volgende paragraaf nog wordt aangetoond),
gelijk 1is aan f(d).

Opgave T. Bewljs de gebruikte relatie.

Het gewenste resultaat vindt men nu door d=p-1 te nemen,

Tenslotte tonen wilj door inductie naar r aan dat m:pr ook primitic-
ve wortels bezit,

Hiertoe merken wij eerct op, dat p een primitieve wortel g bezit
die voldoet aan gp'1 F1 {mod pg). Immers p bezit zeker een primitieve
wortel f. Stel dat P~ =1 (mod pg), dan geldt volgens het binomium van
Newton voor g=f+p

D1 -1 _ .p-1 -2 - -2 2
gP e (£4p) P 2P (p-1) P % 214 (p-1) P "D #1 (mod 7).

Thans laten wij (door inductie naar r) zien dat voor het nu gevonden ge-
tal g geldt

pr—ﬁ( r»ﬂ(

g P21 (mod p7), &° (1) £4 (moa pTHY).

P—q( ’q)
De eerste pelatiepi triviaal. Verder volgt voor r 21 uit gP P #1
(mod pr*ﬂ) dat gP (?‘1)mﬂ+vpr met p}’v. Dus alweer gebrulk makende

van het binomium van Newton en van 2r+1 2 p+2



r , i .
gp (p”q)m (1+vpp)p 21 4 vpr+q 31 (mod pr*“),

Hiermede 1s de hulpeigenaschap bewezen, Voor de exponent ¢ mod @F van
heeft men dan aipr’ﬂ(pwﬁ), p-1lc (omdat 25z (mod QP) voert tot
¢° =1 (mod p) en omdat 7 een primitieve wortel 1t mod p) enksa’pr"a(p»ﬂ}.
Bijgevolg is c=p" 4(pwﬂ}m gf{py} en g cen primitieve wortel mod ph,

Voor getallen van de gedaante m=2" bestaat er, als r 23 is, geen
primitieve wortel, Het 13 van belang op te merken dat er wel een getal
7 bestaat met exponent ) = 277%
Immers voor r=3 neme men het getal 5, Het getal 5 voldoet bovendlen ann
52’$ﬂ (mod 16). Evenals hierboven is nu door volledige inductie na=zr r
aan te tonen dat het getal “© ook voldoet aan

AP 2 v A2 P+
e - L : -
5 21 (mod 2°), 5° 21 (mod 2 7).

Opgave 8. Ga dat na.
Daarult volgt dan dat het getal 5 de gewenste elgenschap bezit,
Opgave 9. Bewljs dat.
Opgave 10. Als a =1 (mod 4) 1s, don bestaat bl gegeven r een exponent
nmet 5" =a (mod 27).
Wilj geven thans een toepacsing van de gevonden resultaten over het be-
staan van primitieve wortels,
Stelling. Als m een primitieve wortel bezit dan geldt
m
n -1 (mod m);
1

Tz
(n,m)=1

heeft m geen primitieve wortel dan is dat product =1 (mod m).

BewlJs: W1j weten dat in het cerste geval de te beschouwen getallen n
op m-vouden na van de gedaante gp zijn, waarbl] g een primitieve wortel
s van m en r de waarden 0,1,..., «(m)-1 doorloopt. Dus het gezochte
product is mod m congrucnt met gé g (m){ ?(m)wq). Omdat g een primitieve

1
wortel 1s geldt g‘f(m)‘iﬂ (mhd m), g° @(m) Z -1 (mod m).

Opgave 11. Deze conclusie, normaliter geldig voor priemgetallen m, mag
hier worden getrokken op grond van de bijzondere gedaante van m als
getal dat primitieve wortels bezit. Bewljs dit.

Omdat «(m)-1 oneven i (behalve als m=2 1s, maar dat geval is ir-
relevant) heeft men g% g(m)(¢(m)-1)z , (mod m).

In het geval dat m geen primitieve wortels bezit treedt als eerste
mogell jkheld op het geval dat m=2" is,

Dan geldt (verg.opgave 10)
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(D) P RDEED N (noa 2F).

In de verdcre gevallen heeflt men voor elke oneven priemfactor p van
. r . y
m, onderstellende m=p'k met pA k, ké1, k#2,

& r k) k)
'ﬁ’n:ﬁ(% n) #l = (-1) §t =1 (mod p")

1= N
(n,m)=1 (n,p)=1
. ~ g ) AT
en voor de eventuele priemfactor 2 van m, onderstellende m=2 Kk, 23’k,
r2?

” , or )
%fn = ( m n) 1) (mod 2%) .
M=) N

(n,m)=1  (n,2)="

Is r 23 dan is het laatste 1id = (+
k£1, dus het laatste 1id is dan = (
samenvattende vindt men ten slotte

=1 (mod 2F). Is r=2 dan is

=1 (mod 2"), Het gevondene

1 (mod m)

11

o
n="
(n,m)=1

als m geen primitieve wortels bezlt,

Opmerking. Dat het beschouwde product slechts de waarde +1 of -1 kan
aannemen bliljkt ook uit de volgende beschouwing (herinnerende aan dic
welke bilj het bewljs van de stelling van Wilson werd gegeven).

Naast elke n is cen n' te vinden met nn' 1 (mod m). Alle zo ver-
kregen paren mogen dus bij de berckening mod m van het product worden
weggelaten, zodat dit product slechts gelijk blijkt te zljn aan het pro -
duct van die getallen n met nezﬂi(mod m). Om hun product te vinden
merke men op dat bijzﬁzzﬂ (mod m ) ook geldt (m—n)9
naast elke oplossing n ook een oplossing m-n optreedt. Omdat ngm-n is
(afgezien van het geval m=2; immers (@,n)uﬁ) vindt men nfle producten
glechts ultstrekkende over de n met nc= (modlm)

17} m am ~ M
‘Trn = T n(m-n) = 0 -n° = 7 (-1) = + 1 (mod m).

n:;;’! =) ==l N1

=1 (mod m), zodnat



WiJ geven een tweede tocpassing van het gevondene over primitieve
wortels, Op blz. 17 vroegen wij ons af of ult o1z 4 (mod m) volgt
dat m priem is, Dat dit niet zo is blijkt bv. ult -de keuze m=341=11.31,

o ) , , 10
Men heeft nl. 27024 (mod 31), 27921 (mod 11), dus 279 =1 (mod m),
dus 2™ =4 (mod m). Zelfs zin er oneindig veel samengestelde getallen

PRet
L%“'l

en die voldoen aan =1 (mod m). Is nl, eenmaal één zo'n getal m be-

i

kend (en wij kennen er nu zo cen), dan heeft M=2"-1 ook deze elgenschnp.
Immers m)@m'ﬂmﬁ leidt tot

m
M2 M-

-1 w207,

P.Poulet heeft een lijst gemaakt waagin alle samengestelde getallen m
van dit type die kleiner zin dan WOG optreden *). Met behulp van deze
11jst 1s een toets op primaliteit voor elk getal <.ﬂ08 gemakkell jk met
cenvoudige vermenigvuldigapparaten ult te voeren,

Voor elk natuurlijk getal a bestaan er voorts onelndig veel samen-
gestelde getallen m met m\am"1~ﬂ.

Immers, zij m een samengesteld ge%al d%ng%%raan voldoet en verdor
aan (m,a-1)=1. Dan hceft men voor M= ig%% de /relaties. Immers zij pla-1,
dan Mmam”ﬂ+uu+a+ﬂ'Eﬂ+..+1+ﬂmm(mmd p), dus pAMen (a-1,M)=1. Verder
heeft men

m m-1 m
5 m fa A a-a M-1)(a-1
M = 5—:7— ‘3‘~’7‘ n -1 ‘{?2? )'-’3, = 3( )('ﬁ )*1

Cok bleek M|a™-1. Dus M]ﬁguﬂ met g=(m,(M-1)(a-1))=(m,M-1).

M- ;

Bijgevolg M}aﬂ -1, A%ﬁ %cgin -m van de rij die hier wordt gecon-
strueerd neme men bv, m= 2§“:~., een getal dat kennelggkgsamenggsﬁeld
1s. Hiervoor geldt (m,aoﬂfiﬁj wsnt 2ls pla=1, don m=n® T 4T
=44, ++1=2a =2 (mod p), dus p J( m,

'vﬁ"-", ! 20
B = —y—— | 0 -7 a
3%-1

waarmede de bewering 1s bewezen,

De vraag rljst nu of cr samengestélde getallen m bestaan, waarbl)
voor elke a met (a,m)e1 geldt RO (mod m) (Carmichael getallen).
Deze zijn te vinden onder de Poulet getallen en in Poulet's tabel aan-

gegeven, Wij leiden hier enige elgenschappen van deze getallen af,

*) P.Poulet, Table des nombres composés verifiant le théoreéme de Fermat
pour le module 2 jusqu'd 100000000, Sphinx 8(1938), 42-52,
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i r
Zij m=p n, d
m-

5

n. iaJ nua veor a een primitleve wortel mod p. Dan
(mod p%), dat pv’@(p~1)!m»ﬁ, dus r=1 en p-1in-1.
rgekeerd geldt voor elite priemfactor p van m de relatle p-1|m-1, dan

heeft men voor elke g met (o,m)=1 de betrekking ab” -1 £1 (mod p), dus
am*q~§ﬂ (mod p), dus 2™ 24 (mod nm). D¢ nodig en voldoende voorwaarde’
aat m ecn Carmichael getal 1s 18 dus dat m gquadraatvril] is en dat elke
oneven priemfacior p van n voldret nan gmﬂtmwﬂ.

X
1

vindt men ult »

P
P
s

Verder ' m oneven., Immers was mmgrn, dan gold voor elke (oneven)
priemfactor p van n dc rclatie p-1jm-1, maar p-1 1is a&on en m-1 oneven.
Het geval m=2" is ook ultgesloten want men heeft 32 =1 (mod @F), dus
22"z 1 (mod 27), dus a&r”1 =1 (mod 2¥) zou dan leiden tot a =1 (mod 27),
wat echter voor de toelaaitbore kruze a=3 nlet vervuld is.

Het geval m=po 1s onmorellijk, want p-ﬂ]mwﬂ en q-1m-1 lelden resp.
Lo pwiiqwﬂ en a-1|p-1. Elk Jarmichael getal is dus een quadraatvrli]
onuven product van tenminste drle factoren, Dat er zulke getallen be-
staan olijkt ult het voorbecld m=5€1=3.11,17 (het kleinste Carmichael
getal).

Cprrave 12, Controleer dit,

wWij geven nog cen enkele eigenschap van Carmichael getallen,waar-
n1j men een typisch getallentheoretische werkwljze in de afleilding ont-

Laat M=pg m cen Carmichael getal zijn met p <g. Nodig iz dan dat
de priemgetallen p en g voldoen aan p~1§M»1, d.w.z. puﬁ\qm—ﬂ en
q-1\¥-1, d.w.z. 2-1{pm-1. Er bestaan dus gehele u en v met pm-1=u(q-1),
qmwﬂ:v(g~ﬂ}. Kernelljk 1s ud1, vy1 en u«v, Wegens q 2 p+2 heeft men

< D Lo

= ""'iﬁ:): E=I m‘ {!nj« duu u f-:’m*-'f!.

Ult de belde relaties volgt na oplossing

/ /
‘m=-1) (m+u) m-1) (m+v
A e A
-1 o= -L__.L,\T}__‘.w R -1 = ) .
© o uvem uv-m

Voorts is uv-mag‘i(ﬁls geheel en positlef getal), Bijgevolg

p=1 2 (m-1) (m+u) € (m=1)(2m-1)

i«

i (g

-

ot

q-15%(pm=-1) § L (m-1) (2m°-m+1).

D1t leert ons, dst er slechts eindig veel Carmichael getallen zijn,
#aarvan alle priemfactoren, afgezien van de grootste twee gegeven zijn.

Voorbeeld. m=3, dus p €17, d.w.z. p=5,7 of 11. Wegens p-1lam-1 is
Cp-t,m)=(p-1,3)=1, dus p#7. Het geval p=5 leidt tot g-1|1%, wat uitge-
sloten is, Tenslotte voert p=11 tot g-1{32 met als enige mogelijkheid
 q=17. Inderdaad blijkt 3.1.17=561 een Carmichael getal te zijn (en
zells het kleinste).
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§'?. Rekenkundige functies en reeksen van Dirichlet,

In deze parégrﬁaf onderzoeken wij bepaaslde eigenschappen van re-
kenkundige functies, dat zijn functies f(n) die voor alle natuurlijke
n gedefinieerd zijn,

Definitie. Een rekenkundige functie f(n) heet multiplicatief als
f(ab) = f(a) f{b) indien (a,b)=1,

Een multiplicatieve rekenkundige functie 1s bepaald voor alle na-
tuurlijke getallen zodra z1) het is voor de machten der priemgetallen,

Stelling. Als f(n) en 2(n) multiplicatief zijn, is de functile

h(n) = ; £(a)e(y)
din
het ook,

Bewijs. Als (nﬂ,ng)mﬁ heeft men

nan n n
, 2 , 2
h(ngn,) = 3551} o() a(—=52) g(g%% gi%n i(dq)f(dg)g(a%)g(ag)
M2 I4ny dalng

dqlny

waarbl] gebruik gemaakt 18 van het feit dat elke deler d van n,n, on-
dubbelzinnig te schrijven is in de gedaante d= dng met dqlnq, d
dus (dq,da)uﬁ.

Van deze stelling zijn vele toepassingen te geven, Blj een aantal
ervan zullen wil} g(n)w1 nemen, Daar deze functie kennelijk multiplica-
tief is heeft men: Is f(n) multiplicatief, dan is F( E:. f(d) het
ook,

ol Dy,

Als voorbeeld zlen wij door f(n) = n te nemen dat ((n)= Z— f£(d)
E:: d, d.w,z., de som der delers van n, een multiplicatieve din

fuﬂc@ie is. Hiermede is Cf(n) gema kkelljk te bepalen, Immers nnpp heeft

ry prftioq
als delers de g@fa%}gn 1,{,@ ,e..,pt, dus T(pF)= o en bijgevolg
r r

is Gﬁ n) = l{ , waarbl n=p, 1...{3g ® de kanonieke ontbin-
=] e 1 -

ding van n zlj. {(Infiien hiercover verder niets wordt gezegd zal steeds
worden ondersteld dat dit de kanonieke ontbinding is van n).

Opgave 1. Bewijs dat Gé(n), de som der a® machten der delers van n
een multiplicatieve functie is en bepaal deze functie voor willekeurige
Tl

In het geval dat men f(n)=1 neemt vindt men voor
P(n)= E:'f d)= I~ 1 het aantal delers van n, veelal aangegeven door
din

~d(n). ﬁeze functie is dus ook multiplicatief. Verder geldt d(p")=r+1,
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dus d(n) uéfi (§r+1).

Opgave 2. Bewljs deze formules,

ave 3, Bepaal d(n) ook als 1lim ﬂr;(n).
8w O
Een zeer belangrijke multiplicatieve functie is de functie fq(n) van
Mtblus, gedefinicerd als volgt: _&(1) = 1;
,/Q(n) = 0, als n niet gquadraatvrij is;
/a(n)m(~)r als n een product is van r
verschillende priemfactoren,

Opgave 4. Bewijs dat /A{(”) multiplicatief is,

Voor de functie !gq(n) geldt de belangrijke eigenschap E::AK(G =
1 als n=1; dln
"0 als n#1.

Bewi js: Omdatﬂxi(n) multiplicatief is, 1s M(n)= ;::,(( d) het ook,

Men heeft M(1) = 4 (1) = 1 en verder M(p")= ) )Q(d = (1)+(p)=
=1-1=0. Bljgevolg M(1)=1, M(n)=0 als nf1. d|p"

Het 1s ons nu mogelijk om nilet alleen F(n)= $_ f(d) ult te drukken

in f£(d) maar omgekeerd ook f(n) in F(d). Ditdjngeschiedt met behulp
van de

Omkeerformule van M8bius, Als F( E;' f(d), dan geldt

fn) = T F(OA ().
Bewijs: Men heceft %%: F(d}/q}’ - - f(d'LAL(aQ =

din d'id
- 2:: S:: g "y oo NG E::
ST arm, fanu(en) = B o) d",n,«( ).

De laatste som is op grond van het voorafgaande O of 1 en wel slechts
één als gT = 1, dus het laatste 1id is gelljk aan f(n). Q.e.d.

Opgave 5. Bewljs 2{:/4(@)9"3(@) =n
din

a

Het is duidelijk dat bij ¥(n) = sz £(a) en £(n) =2_ F(d)4(3) men
door nogmaals toepassen van de " omkeerformule VQLH Mtbius weer
F(n) moet terugvinden, d.w.z. dat

d
F(n) = Z_ A(5) - mla)u(-.

-
dqin 1 d!dq

Opgave 6. Bewljs deze formule rechtstreeks,
Ult vroegere beschouwingen kennen wij de functie q)(n) van Euler,
gedefinieerd door W(n)= ZE: 1. WiJj vonden toen reeds dat deze func-
(n,i?lﬂ
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tie multiplicatief is., Thans tonen wij aan dat (n)= n E;: 4&%&@1 .
r r din

Een eerste bewljs gaat direct, Bl}j n=p, ﬁ...pﬂ 8 vindt men dat het

prechterlid der te bewljzen formule een som is van uiltdrukkingen van
de gedaante
ngj ° 1
en dus gelijk 1s aan ):rr (1~ 53 waarmee de formule

p aocp s
31 sj U =1

bewezen is. Omdat _4&(n) multiplicatief 1s, 1s (n)= z:zju(ﬁ) g het
ook, waarmee de multiplicativitelt van ¢ (n) is teruggegégden. Omge -
keerd 18 een tweede bewijs van onze formule gemakkelijk met behulp van
die multiplicativiteit te verkrijgen, Immers men hceft de formule
slechts voor nmpr te verifieren,

Ogﬁave 7. Voer dit uit,

Beschouwen we de gevonden formule 2ls het resultaat van tocecpassen
van de omkeerformule van M¥biug, dan vindt men dat als ultgangsformule
gegolden heeft

n= 2~ p(d),

din
een formule die wij recds op blz., 3% hebben gebrulkt en toen direct
bewezen,
o v.” { i " s
Opgave 8, Bewijs 4 ¢ (d) log d = O,
dln

Opgave 9., Als het getal n tun minste t verschillende priemfactoren
bevat bewlijze men

P A d) logtd = 0.,

dln

Er i3 c¢en nauwe samepnhang tussen de hier ontwlkkelde theorie en
de theorle der rceksen van Dirichlet welke in zekere zin kunnen worden
beschouwd als voortbrengende functies van multiplicatieve rekenkundlge
functies,

co
Een reeks van Dirichlet 18 cen recks van het type E ann“z_
oD Ne=
g— n
Evenals men een machtreeks . .2 kan opvatten als voortbrengende

functie van een getallenrl] n=0 8084500 kan men .de hiergenocemde

reeks van Dirichlet ook wel opvatten als voortbrengende functie (maar
dan dus in iets anderc zin) van de rij CPPLPP PR

WiJ) geven ecerst een paar convergentleelgenschappen van reeksen
van Dirichlet, Als zo'n rceks absoluut convergeert voor gekere z, con-

vergeert ze ook voor alle z met Re z 3 Re z
o0

S e £ 1) ©
, an "’ e & 2 In

P e *
pe R . ver SIS

0° Immers
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eere 2 Cconverw

...28
ann conver-

Verder heeft

Er geldt echter meer: Als de reeks convergeert voor
geert ze vomgxglle z met Re 2 ) Re 2. Immers 21}
-2
2 € yte £ o Da veft me n=
geert, Stel $— an ©= &, . Dan heeft men 1im & =0

NN Nup 0O
men voor Re z » Re z

0
58 k -7 A4 K 7 =7
-7 o o ‘ o
2:; apn = Aph b méC:(gn"£n+ﬂ)n
Ne= N=h n=h

& AT A Y4 A z ~Z
o o 0 o)
= 2 éh(‘(n‘—?) N ) o+ Eﬁ(h—’i) -63“4 k .

Wegens Re z D Ru z_ worden bij voldounde grote h en willekcurige k met

0
l{)?}de laatste twee termen willekeurlig klein, terwijl de som wegens
T =z 2 =2 X wXw
o] 0 - 0 e A ‘ ‘
(n-1) -n =0 (n ) «n wegens Re(z+1-z ) > 1 dan evencens wil-

lckeurig klein wordi, Op grond van het criturium van Cauchy vindt men
hieruit de gewenste convergentic,
De laatste el

Btaan van ecen convergentie abgels, d.i. cen redel getal A met de eil-

gengchep geeft na gebrulkelijke overweglingen het be-

genachap dat de reeks convorgeort voor Re z » &, divergeert voor
Re z <Q¢, terwljl het oodrag voor Re 2 = O in cerste instantie onbe-
slist is,

Reeds blj het bovenstoande zlot men dat zich bij het convergentie

b
'

onderzock van de reeks van Dirichletrecks D(z) = annm analoge ver-
gchijnselen voordoen 2ls bilj dat van doe zun., fﬂcu?%gitcnrugksen

e :VJ")H [(z-n) < 2 0t r(z)
A‘ Z == . T . :— £ B =2
(2) 25% o riz) " B(z) E;% T (z+n+1)

(verg. blz. DE 49 ¢.v.). Wij bewijzen thans dat de dric reeksen
A(z), B(z) vn D(z) dezelfde convergenticabsceis bezltten, Van de reek-
sen A(z) en B(z) is dit rceds bekend, zodat wij hier ons b,v. kunnen
beperken tot het vergelijken van de recksen B{z) en D(z).

Onderstel allcreerst dat D(z) convergent is, d,w.,z. 1lim sto,

oo N -+ GO
waarbij gNm ¥ 2,0 ". D2n heeft men

oy
M
M z
o nilz) oy nt n” I(z)
n=N " [(z+n+1) éﬁg (En€ny) (z+n+1)
M
- E% g o n® M(z) _ STk (n+1) ! (n+1)% z) N
n=N 0 [F(z+n+1) n=N } (z+n+2)
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£ NeNE () L, (Med)t M+1)% [(z)
N-T " I(z+n41) M [ (z+M+2)
<
= m% @n - Y’N + r?““"l
M+ ) L (Me) " T (M2 1
met ry 4= & y : +rgz~(+ﬁ+2§ e ! M:Té) r(Z)(%O(W))

—py O 2ls N=— QO en MJN,

dus met rNM 0 als Neep QO en verder met
J})ﬁ

AnZ (n+1) (14 = _ _
b, = £, ;(“ - 1";' (1 - - b)) =g, [(2) (1 372,
Z+nd 24N+

~—”L—glij (1 +0(3))

‘.,
m~€mr(z)*:+: (1 *”0 ), dus 2% p, < <¢ als N, dus
<4 ¢!

MM N, voldoende groot wordt gekozen, Hicebij is gebrulk g»m@akt van de
; A . e , Z+C 4
bekende asymptotische formule (vgl. blz. DE 51) r—é—(——,l = z°(1+ O(m))
Bijguvolg leidt convergentle van D(z) tot die van B(z). Op gehcel ana-
loge wijze, evencens door pebruilk te maken van partiéle sommatie -, is
af te leiden dat convergentic van B(z) voert tot convergentic van D(z).

Oggav& 10, Veer dat ult.

Bijgevolg geldt voor de convergenticabscis van de reeks van Di-
richlet dezelfde formule nls die van de faculteitenrecks. De formule
daarover is in de cursus Differentierckening afgeleid (en zou trouwens
op geheel analoge wijze rcchtstreeks voor de Dirichletreceksen zijn af
te leiden) en luidt (vgl blz., FE 52 ¢.v,) A= als A > 0en 7 .~_-/3
als A £ 0, waarbij N

log ! Z:an‘

A = 1im ~ 3
N“‘"“"m 105_, N
log’{:’ a }
— ne==N

ﬁm 1im
N L ¢ log N

8

Voorbeeld., Voor de \g -functie ¥ n"% heeft men (omdat men hier ken-

[k
nelijk in het eerste geval, nl.'hmc\( verkeert) A==
N
log £ 1

ey n=1

w 1dm = 1,
log N
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Opgave 11. Bepaal de conve reenticobsels van de recksen
z = n Z
2 log n, n~° en 3 (=1)" n™%;
Ta= ] ="
bepaal van de loatste reeks ook de nbscis van absolute convergentle,
WiJj buschouw.n thans du Dirichlotroeksen nader van goetallentheo-
retisch standpurt, In d. puntern z waar ze worden genomen onderstellen

we, als nict het wordt meegedeeld, convergent,

T
o0 -7
Als = 3 en o(z) = % b.ni 7, dan geldt

Nz’

o0
oo GO o _ .
f(z)g =) 2:: t”n'“m"“ = g:: S oy, N Z . §::f c N “,

n=1 m=1 ' N=1 niN N N

,,.,3
=
#

Y

warrbi] N ):: h/\. “ijn non b_omultiplicaticve functies, dan
niN " ’ '
blijkt dat dus ock hot geval Lo zign met Jde colffici¥nten van de pro-

ductreeks van de rocksen, wollke door o roso., br woprden veortgebracht,
i

Om nnd&rw tovpassinmin te kunnen goeven voeren wij in de reeks

-
-

’ g -functic van Ri-mann),

i

¢ (z)

waarvan alle colfficiint.n wraﬁ ziin un welke kennelljk de convergen-
tieabscls 1 bezit,

nmﬂ

Opgave 12. B.wljs dit,

Als an na een multiplicnticve functie 1s, dan is dat ook het ge-

val met A . 74 vn deze cetallen brengen cen functie F(z) voort,
dl n

welke voldoct nnn F(z):ﬁs

(z)r(z), wanrbi]) f(z)= 2 a,n "%, Een cen-
n=1l w
Lo

voudige tocpassing 1s het meval f(z)= g(z), dus F(z)= ‘g . Men vindt
o)

T
.
)
—
m
it
< rﬂ
1]
i \
(o H
—~
.
]
R—
e
=
§
N
.

Og@av@ 13, Bewljs dit,

Verder heeft men
O

X0 <0
\g{z)g(z-ﬂ}) m?:_ n"? 3 mam % = 3 ¢ N
I’i:::'§ Ma= N=1

met Cy= 2 n - d(N), dus
miN O

gy (z-1) = 2o Tlojn™.

Opgave 14, Bewijs oo
*g (z) ‘;(z-:fé) = z: (Tg(n) n"%,

M=



GE 45

Thans bepnlen wl) op twee monieren de "Dirichletontwikkeling van
1

3 (z)

. BlJ de cerste manicr merken wiy op dat

o w .
(’i«;’.ﬁ’”’)*g(:r) = g: n~ “,

verder dnt
v oo )
(1-27)(1-377) Y(2) =& 07"
{ﬂ,‘*):’;"‘i

enz., dus als p het m" pricmeetnl voorstelt

n"¢,

—
-
]
o
H
o]
N
o
o
H
W
§
N
St
o~
.. %
e
H
83
R
o~
S
4

It
(’,K«’.jo .-«p)zﬁ

waarblj de¢ rceks in hot rochterlid te majoreren is door

o0 0

}:: wg . A -1y 1%
1 + e uTtdu = b e =1 + - s
n=p D=1 X lp-1 *

en dus voor m .~y o0 do limict 1 bezit, Bijzovolg heeft moen

P
A
H
e
i
A
g
i
—
N
g
i

1,
D

waarbij bedoeld
Dus

s dat p de riy von 21lc priemgetallen doorloopt.

Ontwikkelt men dit product verdir dan vindt men de Dirichletrecks
GO

Y ¢ v™?, waarbij c.=1, ¢ =0 213 n nict guadraatvrij 1s c¢n ¢ _=(-)"
e n g n :

als n een product is van s verschillende priemfactoren. Bijgevolg 18
¢ wm(n)
0

1 n-Z
Y(Z) mg{/{(n) o

60
Tocpassing, Als f{z) 2 3 n Anx Z a4 dan vonden wij

QA ~n‘ﬂ.~:1 (,3,1'3 1
P(z) = f(z)'g(z) =3 A,nT". Anderzijds geldt f(z)s= ~?- F(z), dus de
Nz Z
Dirichlet codfficilnten g (n) van voldoen aan a = (E)’
%(z) d}n Fak
waarmee dc omkeerformule van Mdbius 1s teruggevonden,
1

Het tweede bewljs van de formule voor volgt Jjulst uit de om-

(2)
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1 , dus als men

keerfornule van M8bius. Mcn heeft nl., 1 = ? (z)
de Dirichlet-colfficitnten van

voorlopig béz(z)nOth, heeft men

(z)

b by = ¢, met €,=1 en ¢ =0, als ng1, Kenncllijk is de
aln n 4 n

functie e, multiplicatief,

Opgave 15, Bewljs dit,
Bljgevolg geldt b = %T;,ﬁ(gjud = A{n), wacrmee de formule voor

L opnicuw is gevonden,

¥ (2)

Om na te gaan welke functic wordt voorgesteld door f(z) =

OO .,
= 7 p(n)n™® merken wij cp dat wwynwssz: Y(d)=n gcldt
Ne= din

4

Verder volgt uit —— =TT (1-p"%) na logarithmisch differenti-
p

Y (2)
ao

cO

. _

UG ol o3 Tyl WIS R o g
z(z) O p m=1 n=1

3

eren

met anxo als n ten minste twee verschillende priemgetallen bezit;

I’i
Cp = log p, 213 n=v" .

Men noemt dcze functie wel A (n). Andeorzijds heeft men
0 ;

o0
x'(z)u -~ 2 loz n.n"% in weoens —— = E::/I(n)n“z dat

e T(z) n=1

NAn) = E:: log ﬁ.,l((%), dus ook A(n) = Zwkqﬂ(d). Ten slotte
dln ' dln
) § ! QO
levert de formule voor 3 na differcentintie “mgizl = Zzle(n)log m.n"%
00 3(@&3 T(z) n=1

dus '3’(z> P d(m).m™* E:Z/Q(ﬁ) log n.n"%,
e

Me=

waarult volgt log n = - z::/q(m) log m. d(%).
min ’

Tenslotte beaahmuwagwyij noﬁ de reeksen van Lambert, dat zijn

reeksen van de gedaante 2:: a %-ﬂ . Dergelljke reeksen zijn natuur-
oq D -2
11jk naar machten van z te ontwikkelen, Men vindt dan
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g 2" %’: g nh e m
a 8 2 ™ &
e n '3-2“ ) Nl Ke n H% Am ’

met Am z: 8. Hier ontmoeten wij dezelfde samenhang als hierboven

njm -z
tussen de co¥ffici¥nten van f(z X: a, en f( z)}(z .
=Y
WiJ vinden door bv., alle anm"i te nemen de relatle
=
Nmy 1=z
0 nkzn
Opgave 16. Ontwikkel de functie naar machten vin g,
-z
n
Opgave 17. Sommeer de reeks S -?—Lrl}-g— .
=] 1=z

,98. Splitsing in quadraten.

Reeds eerder vonden wij dat leder ondeélbaar viervoud + 1 te schrij-
ven 18 als de som van twee quadraten, Wij willen thans eens onderzoeken
op hoeveel manieren het mogelijk 18 om een willekeurig natuurlijk getal
n te schrijven als som van twee quadraten en bovendlen ult het resultaat
een interessante forﬁule afleiden,

Wij beginnen met de

Stelling. Z1J x een irrationaal ge tal en n een vast gegeven getal. Dan
bestaat er een onvereenvoudigbare brouk E met a <b<n en |x- .5-’ <

wigs Beschouw de n getallen WX = ay 2%’ , waarblj O ( 29; £1, dus

= [v x] (=1,...,n). De n twee aan twee verschillende getallen
29’,?,...,19‘ zljn allen >0 en « 1, dus er moeten er twee zijn, la-
ten wij zeggen 7)’ i met O <?,9" 2” n .

Opgave 1. Bewijs dat z?halzf‘;{ als h#k.
Derhalve (i-J)x = ai”aj + Zg‘ met O 419'4.1 en
ai-—aj N ?}’
-3 n(1i-J)
waarbij a=(a,-2,)b/(1-§), b= J1-j| /g, g=(ay-a, 11-J1). Dus
g

v = ariT = by <ap 0 0<b € 11-31 <.

. De hier afgeleide stelling geeft ons een (in zekere zin niet con-
ﬁtmﬁtlew)methﬂde van approximatie van irrationale getallen x door

rationale % . Ook voor approximatie van rationale getallen x = 'r% (met
(‘v&:,m}m) is een dergelijka stelling af te lelden, Deze luidt als volgt,

X =

w%+l",

t&llig}_g 2i) x = & met: (t,m)=1 en neen vast gegeven getal met Oa:n,;::m.
zm mmm’u ar 8en anmemvoudigbaw breuk 5 met O<bgn en]x - 5-](—-5 .
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wijs. Analoog aan de voorafgaande stelling beschouwen wij nu de n+1
gatanm uxxa”u? , waarbly 0 < & <1, dus ay = [Vx] (¥=0,1,...,0).
Geen twee gwtailm 7; en ‘2,9’ met hek zijn g:«:lijk, immers anders had
men (h«-k) == 8 -a, duza het linkerlid was geheel, Wegens (t,m)=1
had men mlh k; echter O <lh-k| £ ngm, hetgeen een contradictie op-
levert, De n+1 getallen %,.. 79‘ zijn dus twee san twee ongelljk en
allen ) 0 en ¢ 1, zodat er zeker twee ziljn, laten wilj zeggen z9’ en

ﬁmetﬁ(’ﬁ’ ?ﬁ’(».@ang 1dt
(ij)xma-—a +32' met@«(‘ﬁ'»ﬂ,

waaruit evenals hlerboven voor x de gewenste benadering %—wordt: gevon-
den,

Van dit lsatste resultaat geven wij thans een zeer belangriljke toe-
passing. W1Jj nemen nl, voor m cen deler van het getal 1:24—'! (dus zeker
(m,t)=1) en n= [V‘m] +1, dus zeker ngm,

Gggave 2, Ga dat na,
t

Er bestaat dan dus een getal %mat (a,b)=1 en ;m 8] < ""E:' d.w.z n..
getal Cwm lbt-aml voldo«.t aan c( MLVm. Nu heeft men bdn £ [\/;n) +1,
dus b £ [Wm] en b24c <2m V}rde,r' 18 b24cm b24p°t2 2(1+t )(mod m),

+c® P +bt%=b
2 2, 2, .2
dus mlb +¢; derhalve b +c=m, Wij vinden dus:

Als m)t +1 dan bestaan er natuurlijke getallen b en ¢ met b2+02.~=m,
cEbt (mod m)., Er bestaat trouwens maar één zo'n stel getallen., Was nl,

B en C nog zo'n stel dan had men

2, 2vipl, n2

m? = (b%+c?)(B2+c?) = (bB+cC)? + (bC-cB)Z,

Nu 18 BCZDBCZBe (mod m), dus n’| (bc-cB)®. Wegens (bB+eC)®y 1 geldt
dan (bC-uB) =0, dus bC=:B. Uit b* +02m32+b2 vindt men tenslotte b=B,c=C.
Omgekeerd, als b c¢n ¢ gegeven zijn bestaat er precies één stel natuur-

lijke getallen m ¢n t met m=b °4e? ¢n czEbt (mod m).

Opgave 3. Bewljs dit,

Er is dus een ceneenduldige toevoeging tussen de paren b,c
met (b,c)=1 en m,t met hct verband xnmb2+c2, c=bt (mod m), d.w.z. er

is een ceneenduldige toevoeging tussen de oplossingen b,c van mwb2+c2
met (b,c)=1 en de getallen t tussen O en m met ¢ Ebt (mod m), d.w.z.
tzﬁ -1 (mod m), Nu is dit aantal getallcn t gemakkelijk te bepalen en
daarmee dus ook hot aantal splitsingen van m-=b2+02.

Het aantal oplossingen A(m) ven tg"* -1 (mod m) 1s een multiplica-
tieve functie van m (verg. blz., 20). Men heeft A(2)=1, A(2F)=0 als r >2.
?&Mm* A(pT)=2 als p=1 (mod %) (verg.blz. 25 en 30, 31). Tenslotte
Mqﬁw{) als g3 (mod &) (verg.blz. 25).



Opgave 4. Bewijs de formule voor A(27),
n r k 8
r ) K
Dus als m=2 ]] P 1] o] heeft men
Yol v K= K ’
p.=1 (mod 4) qmg:%(mod 4)

u»

A(m) = 0 als r > 2;

A(m) = 0 als r=0 of 1 en nlet alle g = O;
A(m) = 2" als r=0 of 1 en alle s, = 0.

Bijgevolg 1s het aantal oplossingen van mmb2+02

mag zijn, gelijk aan

, waarbij (b,c) ook # 1

B(m) = I= a(%) = 3T £(d) A(E)
dglm d di{.n

waarbij f(d) gedefinieerd is door

f(d) = 0 als d geen quadraat 1s;
= 1 als d een quadraat is,
De functie f(d) is multiplicatief.
Opgave 5. Bewljs dat.

Op grond van de stelling van blz, 39 is dan ook B(m) multiplica-
tief. WiJ kunnen dan B(m) gemakkelljk bepalen,

B(2") = a(2") + A(2P'2)+...+A(4) + A(1) = 1 als r even is;

B(2F) = a(2") + A(Er'2)+...+A(8) + A(2) = 1 als r oneven is,

it

Dus steeds geldt B(2¥)= 1,
Verder heeft men voor p =1 (mod 4)

B(p") = B(p") + B(pr~2)+...+B(p2)+B(1)32+2+..+2+15P+1
als r even 1s;
B(p") = B(p") + B(p %) +...+B(p2 ) +B(p)=2+2+. .. +2+2=r+1
als r oneven 1s,.
Dus steeds geldt B(p)=r+1.

Voor q = 3 (mod 4) ziet men direcct in dat B(a") slechts # 0 1s
als r even is en dan vindt men

B(a") = B(1) = 1.
WiJ kunnen het resultaat nog lets anders schrijven door in te voeren
de functie X (m) welke multiplicatief is en voldoet aan
X(m)=0 als 2lm; X(m)=-1 als m=-1 (mod 4), X (m)=1 als m=1 (mod 4).

Dan is B(m)= i X(d). Deze formule behoeft slechts te worden geveri-
fieerd {beideé ™ jeden zijn multiplicatieve functies) voor m=2", mmpr,
;mqf", waarblj p=+1 (mod %), ¢ = -1 (mod 4) is. En men heeft inderdaad
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v

T X (2%) = X (1) = 15 %xcp%

r
1= vt T X (@%)=1-141-14..,.
Bual) 8=0

P
= 4 als r even 1s
=« 0 alsg r oneven is,

De in het begin van deze paragraafl beloofde relatie die uit het hiler
gevonden resultaat volgt, kan nu worden afgeleid,
Beschouw de gelijkheild oo
(1+2x+2xa+2x9+...)2 =1+ 43 B(m)x™.
Mz ]
Opgave 6. Bewljs deze betrekking.

Deze betrekking toont ons dus en passant ook welke functie van de
getallen B(m) de voortbrengende functie is, Men heeft verder (verg. de
theorie der Lambertreeksen, blz., 47),

oo oo
v Bm)x" =T 22— X(d)<" =
m= m=1 dlm
2 o £,
m: X(d) X = X(d) P
A= == A= 1=X
dus 3 . .
4 9 2 X X X X
R2R4+2X +2%x7 4+, .. ) = 144 ( - + - S I8
( =X 4P 4x? x|

Met behulp van de theorile der 25b-functies is het mogelijk deze formule
rechtstreeks te bewijzen en zo dus opnieuw de formule voor B(m) te vin-
den. Ook met behulp van die theorie 1s het mogelijk om een formule af te

leiden voor (1+2x+2xu+2x9

+...)& en daarult het aantal manieren C(m) te
bepalen waarop een natuurlijk getal m te schrijven is als som van 4 qua-
draten. Daarbij blijkt het dan dat C(m) > 1 voor alle m, d.w.z. dat elk

natuurlijk getal als som van vier quadraten is te schrijven.

Opmerking. Dat niet elk natuurlijk getal te schrijven is als som van
drie quadraten blijkt uit de volgende opgave.

Opgave 7. Als m=4%n, waarbij n g7 (mod 8), dan is m niet te schrijven
als som van drie quadraten,

Wij volstaan hier met het bewljs van de stelling dat elk natuurlijk
getal te schrijven is als som van vier quadraten en laten de bepaling
van het aantal manieren waarop dit kan, achterwege.

Vooraf een paar hulpeigenschappen, Als p een oneven priemgetal 1s
en x en y elk de waarden 0,1,...,4 (p-1) doorlopen, dan zijn er onder
de p+1 getallen x2 en ~4—y2 twee dle modulo p overeenstemmen., Inderdaad
kennelijk zijn de 4(p+1) getallen x° onderling incongruent en evenzo de
#(p+1) getallen -1-y°, Daar er slechts p verschillende restklassen mod p
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zijn moeten er een x en y zijn met x ~1~y2 (mod p), dus ook met

2+y2+1 0 (mod p).
Verd@v vermelden wij een identitelt die reeds door Euler is gege-

ven, Dege luildt

2 2 2 2 2 2 2 P 2 2 2 2
(1) (xﬂ%x2 #1740y )(y1 ¥, 1Yy 4y ) = PR P TN T

waarbl}]
2 {z% = quq+x2y2+x3y3+xnyh 3 2y = xﬁy2~xey1+x3yh-x4y3 }
2

Ty = X Vq=XaV ¥X V=X, 5 2y = XYy =XV A XX =XaY s .

Het bewije 18 te geven door ultcijferen of met behulp van de theorle
der quaternionen,

Opgeve 8. Bewijs de identiteit,

Om nu de stelling over de splitsing in vier guadraten te geven, 1s het
wegens (1) voldoende haar voor de splitsing van een priemgetal af te
leiden. Z1J p een oneven priemgetal, Wegens de eerste hulpeigenschap
bestaan er dan natuurlijke getallen x en y met p)x2+y2+1. Er bestaat
dus een veelvoud hp van p dat de som is van vier (zelfs van drie!) qua-
draten, Daar men mag onderstellen dat 0 «x, ys%(p—'x) geldt zelfs
h<4p. Laat thans mp het kleinste positieve veelvoud van p ziJn dat de
som 18 van vier quadraten. Dan hecft men mpmx12+x22+x32+xu2 en verder
zeker m< 3p, Kics nu de getallen y; zo dat y,® x, (mod m) en iyi;é%m
(1=1,2,3,4). Dan geldt y12+y22+y32+y42§'x12+x22+x32+x42§;0 (mod m),
dusg yq +322+y32+y4 =mn, Op grond van de grootte der getallen vy heeft
- men D(n(m W1] onderschelden thans de drie gevallen n=m, O<n«<m, n=0,
In het cerste geval is het wegens yq2+y22+y32+yu umz en }y, ) & %m
dirvect duldelijk dat y1~y2ay3 y4m%m dus m 18 even en mp=X_, +x2 +x32+xu
ook, Er 18 dan een Xy (3=2,3,4%) met X B X (mod 2) en de overige twee
x' en hebben dan ook dezelfde pariteit. Zonder de algemeenheid te

schaden mogen wij aannemen dat j=2 18, Dan heeft men
2
dmpe (3(x0-x5))% + (Glrp))? + (Blag-)? + (d(xy9x,))%,

in strijd met de minimaliteitsdefinitie van m. Dit geval treedt dus
niet op,.

In het tweede geval heeft men O n«m, Dan geldt wegens (1)

manp:’.mn.mp = 112 D 312 =g zia.

De relaties (2) leren hier
2, = xﬂyq+x2y2+x3y3+xuy“§iz:iiag 0 (mod m);
Zp - xﬂyanxgy1+x3ya~xuy3ﬁ.o (mod m)
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en evenzo 2, zy= 0 (mod m). Dus

np = z: (31/3‘3)2,

en dit 1s wegens n<m weer In strijd met de minimaliteltsdefinitie van
m. Ook dit geval treedt dus nict op.

Het enig mogelijke geval 1s dan het derde, waarbl] n=0, zodat alle
yiwﬂ zijn en m dus deelbaar is op alle Xy Maar dan is mg deelbaar op

E::‘xia = mp, dus m|p, dus wegens m<p vindt men m=1. Q.e.d.

§9. rRecurrente rijen., Toets van Lucas,

Wij beschouwen een getallenri) WosWaseo. gedefinieerd door haar
eerste twee elementen w,oen w, en door de recurrentie relatie

a w +bw (n = 0,1,...),

W =
n+e n+1 n

waarbij a en b vaste gegeven “Zoocellen zijn, Allereerst vragen wij ons
af of voor W, als functle van n een expliclete formule te geven is, Dit
kan onder meer door gebrulk te maken van de theorie der differentiever-
gelijkingen., Wij vonden dat W, de gedaante heeft

n n
W=l x4 “ﬁ‘? s

waarbij w, en w, willekeurlge periodieke functies zijn met periode 1 en
aen (3 de nulpunten van de veelterm f(x)zxgmax-b,'welke de karakteris-
tieke veelterm van de riJ wordt genoemd. Voor n=0 en 1 vindt men resp.

w mw,} +W2, WT:'-' w1a+w2(3,

0
dus Qwo-wq o«wg—w,}
3-o -3
derhalve Ny n
(wy=RBw o+ low -w, )3
(1) Wn = .
*-(

Door volledige inductie is deze formule ook rechtstreeks te bewijzen zon-
der gebrulk te maken van de t eorie der differentievergelijkingen,
In het bijzonder vindt men bij w =0, W= 1 (de rij dan aanduidende met
%,uﬂ,...) de relatie
an_an
o3

Dat mgmvmr W, en u, een symmetrische functie van ™en (3 moet vin-

den, 1a_aviﬁent. De gevonden formules zijn het dan ook, Een nog meer ele-

mentair svmmetrische functie is de functie vnmcx“+ @". Kennelijk voldoet
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deze rlj ook asan de oorspronkelijke recurrente betrekking en verder
aan v =2, v,‘mw«o—ﬁna. Direct duidelijk zijn de formules

2 n,
(3) - Upn=UpVps Vo=V “-2(-b)";
n n

(*) Uons=UnVnsq= (=) =ty g v+ (=0) b (g v qdup g ?n)
en

n n,
(5) Vonse1 ® Vi Vn*1~a(—b) = Du u 4+ a(-v)";
(6) WomWoUL ok DW U 5 Vosbul du s
(7) Vmg - Dung = 4(wb)n;
(8) Ui = UnVn F WVns
en
(9) v o= Duu v,

waarbi}] Dm(“-(&)gmaewb de discriminant is van de karakteristieke
veelterm f(x). Men kan doorgaan met het afleiden van tal van dergelljke
formules welke allen gemakkelljk door volledige inductie naar n zijn
aan te tonen. Als enige verdere formule noemen wij hier nog

n n
(10) o= u O+bu ., R=u 3 rbu,

(11) ulu, als nimy  voiv o als 24 nim.

Ten aanzien van formule {0) valt nog op te merken, dat leder poly-
noom g(®) in o (resp.3) wegens het feit dat & (resp.{3) voldoet aan
de quadratische relatie f(x)=0 op ondubbelzinnige wijze te schrijven
is als linealre ultdrukking in o (resp.(d ). Formule {10) geeft de beide
coffici¥nten indien g(x)=x" wordt genomen. Een volkomen aequivalente
formulering is

n
x'zux + bu, , (mod f£(x)).

In het geval dat X irraticnaal 1s, is trouwens één der relaties ( 10)
reeds aequivalent met de hier gegeven congruentie. Zijn echter AR en(d
rationaal, dan 1s pas het tweetal relaties ( 10) aequivalent met deze
congruentie,

In het vervolg is het van belang om deelbaarheidsrelaties van de
elementen der beschouwde rijen te onderzoeken. Op grond van (10) is elk
polynoom in & (resp.(3 ) terug te brengen op een eerste graads polynoom,
WiJj definieren nu voor dergelijke polynomen dat

ro®+sz0(mdm), rR+5 =m0 (mod m)
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aequivalent is met r=s=0 (mod m). Zo ziet men bv, dat o ‘= g“-ﬁa
(mod m) aequivalent is met

u, =0 (mod m),bun‘,‘g”} (mod m)

ofwel met

u 20 (mod m), u

o 1 (mod m).

n+l =
In verband met het bovenstaande zullen wij dit zo nodig ook aan-

geven met .
x =1 (modd f(x),m)

en in het algemeen z1j voor een willekeurig polynoom g(x)
g(x) = 0 (modd £(x),m)
aequivalent met glo)=g(R) = 0 (mod m) in de zo juist aangegeven zin,

Thans maken wij de veronderstelling dat WoaW,, a en b gehele getal-
len z1lJn, zodat dat ook het geval 1s met elk der getallen WosU, €n v .

Ons Interesseert nu het gedrag mod m (waarbij m een willekeurilg
natuurlijk getal is) van de rij u, -

Daar ileder element van de rij W, is bepaald door zijn naaste twee
voorgangers volgt uit

(12) W EW o(mod m) en w = Wiicsq (mod m)

dat W o EW oo (mod m) enz, dus i.h.a. w (mod m).

k+n= "k4C4n
Het getal C is dus een periode van de rij W, zodra er een k 1s waar-
voor (12) geldt. Om die k op te sporen beschouwen wij de rij paren

(woqu): (Wq 9W2): (Wz;“'B), .o

Het is duidelijk, dat het aantal der mogelijke mod m verschillende pa-
ren ten hoogste me 18, zodat er dus een C @.}2 moet bestaan waarvoor
(12) geldt. Het kleinste positieve dergelijke getal C zullen wij de
pericde mod m der rij noemen en aanduiden met C(m) of soms kortweg met
C. Op de gebrulkelijke wijze toont men aan dat ieder veelvoud van C(m)
ook een perlode mod m is van de rij e¢n omgekeerd dat iedere periode
mod m van de rij een veelvoud is van C(m).

Gggam 1. Ga dat nm,
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Verder 1s het ook duidelijk dat voor m|M geldt C(m) | C(M) en dat als
(m,M) = 1 het getal C(mM) het kleinste gemene veelvoud is van C(m) en
C{M). Om dus C(m) te bepalen is het voldoende om dit te doen voor het
geval dat m de gedaante pr bezit,

Waar wij gecompliceerde uitzonderingen wensen te vermijden zullen
wlj slechts getallen m beschouwen die relatief priem zijn met b, Uit

W Wy o (mod m), W, wW . (mod m)

volgt dan ook (voor k 21)

-1

-1
we_q 2 g - aw )b g (W a-awy )b

= Yiac-q(mod m),
zodat C tevens het kleinste natuurlijke getal is met
Wy W, (mod m), Wo,q Wy (mod m).

Het volgende onderzoek beperkt zich nu tot periodiciteit mod m

van de rij u . Het getal C = C(m) is nu het kleinste natuurlijke getal
waarvoor geldt

u, ® 0 (mod m), Un g =1 (mod m).

BlJ deze rij valt nog lets interessants op te merken. Er kunnen
nl. reeds elementen Uy deelbaar zljn door m, waarvoor O<h<C., ZiJ
C = c(m) het kleinste natuurlijke getal met m}ua. Kennelijk is dan voor
elk veelvoud kc van ¢ ook Upeo deelbaar door m. Omgekeerd zi] udzo(mod m).
Stel d = q¢ + r met 0 «r <c¢. Dan geldt

d
budh,%:_:-u maq%" §(bu{:)c:i {uro( +bup_1) (mod m)’

dus wegens (m,b)=1 en (m,uc) = 1 (waarom?) vindt men (aangezien deze
relatle ook julst is als & door {3 wordt vervangen) dat m\ur, dus
r=0 en c|{d. Dit leert ons in het bijzonder dat clC. Het quoti&nt zul-
len wi]j met v aandulden, of om aan te geven dat v afhangt van m, met
vix).

‘ C . —
Verder heeft men nog o - bu, 4 WU, (mod m),
ve
dus 1m0z 3 uc_mv (mod m),
goodat vid, wasrbl] d de exponent i3 van LI mod m, Ook geldt
a de |
TE|:U 4 X (mod m),

dus dc| C, dwz, dlv. Uit deze resultaten volgt dat v= v(m) gelijk is
aen de exponent d van Uy, wod m,
Van beleng is voorts het resultaat

2 ¢
QC,H = ot ﬁ" = (b) (mod m),
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dus als e de exponent 1is van -b mod m

uCMQe/(e,c) o (‘b)Qec/(e,c) = 1 (mod m),
dus v | 2e/(e,¢). _En ten slotte heeft men

(-0)¥¢ = " B™ =4 (mod m), dus e!ve. Wegens
¢ tve heeft men dan

ec/(e;c) Vve, dus e/f(e,c) |v-
en na somenvotting der resultaten.

e/(e,c) | vl 2e/(e,c).
WiJ kunnen de resultaten nog zo samenvatten, dat C het klelnste

natuurlijke getal is waarvoor mcg Rcé-:"t (mod m) is en ¢ het klein-
ste natuurlijke getal is waarvoor atcgg_, /3c (mod m) is,

Opgave 2. Ga dat na.

Door elementaire beschouwingen ziet men gemakkelijk in dat C(mn) -
het K.G.V, 1is van C(m) en C(n) en ook dat ¢(mn) het K.G.V. is van
c(m) en c(n). Het is dus voldoende om formules voor C(p') en c(pr),
waarblj p een priemgetal voorstelt, af te lelden,

21] allercerst (R)mﬁ, hetgeen volgens Euler inhoudt
ﬁb(p*q)iﬁﬂ (mod p). NE geldt

4f(x) = 4xZ-hax-Ub = (EX—a)ng,

dus (2x-2)2=D (mod f£(x))

en
2PxP.aP= (ex-a)P = (2x-a) (2x-a )p"1a (2x-a )D%(p”ﬂ'r__- 2x-a(modd f(x),p).
Dus
2x® - a = 2x-a (modd f(x),p)
en omdat py¢2
xP=x (modd £(x),p),

d.w,z,
xp"i:-:»: 1 (modd f(x),p).

De lasatste overgang wordt bereikt door beide leden te vermenigvuldigen
met de - inverse X~ van X mod f(x), waarvoor men neme (x—a)b'q(mod p).
Uiteindelijk heeft men dan

U, 4 E0 (mod p), u =1 (mod p),

p
us cle) | p-1.

Is vervolgens (g)“ -1, d.w,z, volgens Euler Dﬁ(p'ﬂ)g -1 (mod p),
dan vindt men

2xPoa = oPxP.aP = (Qx-a)pa -(2x-a) = a-2x (modd f(x),p),
dus
2xP*1 = 2ax-2x% = -2b (modd f£(x),p)

coan
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(13) xP*1 = b (modd £(x),p).
Hierult volgt

(1%) c(p) | p+1 en, als bg-1, C(p),}'pﬂ.
Verder

xP ""j_"._.'(«—b)":’"'1 = 1 (modd f(x),p),
dus
2
)| p°-1.
In het exceptionele geval dat (%)no, d.w.z. p{D, heeft men
he(x) = (zxaa)2~I}55(2x~a)2 {mod p),
dus
(2x-2)P = 0 (modad f(x),p)
en
2xp3a (modd r(x),p),

waaruit volgt c(p)jp en dus c(p)=p en verder C(p)=p slechts als
aE2 (mod p). Ook als pJa-2 heeft men in ieder geval

e c(p) | p(p-1).

WiJ geven nog in principe aan hoe men perioden mod pr bepaalt,
Z1J bv. C=C(p") bekend, dan heeft men

xcg’a (modd f£{x),p"),

d.w.z, er bestaan polynomen s en t met

=1+ s r(x) + t p-.
Dus mits weer p#2,

xPC = (145 £(x) + tpT)P = (1+tp")P =1 (moda £(x),p" )

. ce™ )] o o(e").

Analoog 1s af te leiden dat cf I"“"d”)lp (p¥). Bijgevolg geldt

x’:(prm) =C(p") of pC(p") en een analoog resultaat voor c(ppﬂ). In

leder geval is dus bij (p)nq zeker C(p") | p°~ 1(p 1), bij ( )= -1 zeker

c(p™) | p"(0%-1) en b1y (2)=0 zeker c(p¥) | p" (p-1).

Er bestasn gevallen wearblj C(p") minder dan r factoren p bevat. Een

nader onderzoek 1s in te stellen op analoge wijze als op blz. 34, Waar

die resultaten hier niet verder nodig zijn, laten wij dat achterwege,
m,,j passen het gevondene toe op de rij van Pibonacci, waarbi}

f(m}ux ~X-1, Hier heeft men Dms.

Als pg #1 (mod 10), dan is (ﬁ-)m"i, dus c{p)jc(p)] p-1.
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Als pg+3 (mod 10), dan is (%)u -1, dus wegens (14) heeft men c(p)| p+1
en verder xp*qgguﬂ (mod p), dus xat@M =1 (mod p) en C(p)} p#1,

c(p) ] 2(p+1). Tenslotte heeft men voor p=5 de relaties c(5)=5, C(5)=20.
Voor p=2 is direct te verifi¥ren dat c(2)=aC(2)=3,

Wij willen nog één opmerking maken over het getal vav(m). WiJ von-
den voor vav(m) de relaties e/fe,c) Iv2e/(e,c). Omdat hier geldt ew2
vindt men direct vib, dus v=1,2 of 4, Het geval v=1 is uitgesloten als
¢ even 1s, . - Het 18 niet moellijk na te gaan wan-
neer elk der drie hier govonden mogelijkheden optreedt, Waar wij dit voor
het vervolg niet nodig hebben, laten wij het achterwege.

De gevonden resultaten maken het soms eenvoudig om de ontbinding
der getallen u  te bepalen. Men heeft vogr pln Wegens (11) de relatie
upjum. Men kan zich nu afvragen als n=p, 1...p8 ° is, welke foctoren
u, verder bezit dan die dic reeds op een der getallen U met min, m«<n
deelbaar zijn. Z1J p zo'n priemfactor. Dan heeft men c(p)in, c(p)}h
met O ch<n, Dus c(p)=n. Bijgevolg n|p + 1 (mits (n,D)=1, 1s dit niet
zo dan onderzoeke men eerst de priemdelers van D op deelbaarheid op un);
en p=+ 1 (mod n),

Voorbeeld. Ung - Men probere priemgetallen p=1+1 (mod 29) en wel:
als px+1 (mod 10), dan 29 | p-1, dus p g1 of 231)(mod 290); als px=+3
(mod 10), dan 29)p+1, dus p=117 of 233 (mod 290). Wegens u,,=514229
behoeft men slechts te onderzoeken de getallen p met p~<¥f§%%§§§'m 717
en 8telt na een kort onderzoek vast dat u29 priem is,

Opgave 3. Ontbind Ugq = 1346269 en uyg = 14930352,

Het 18 ons thans mogelijk om aan te geven hoe men - naar een idee
van Lucas uit 1879 - tegenwoordig getallen van Mcrsenne onderzcokt op
ﬁrimaliteit, daarblj gebrulk makende van moderne rekenmachines,

Laat m=2P-1 het te onderzoeken getal van Mersenne zijn. Met behulp
van de rij van Fibonacci verloopt het onderzoek alleen voor de gevallen,
dat m=+3 (mod 10) is, d.w.z. dat px3 (mod 4) is.

Opgave 4, Bewijs dat.

In de andere gevallen dient men een andere rij te nemen dan de rij van
Fibonacel., Wij gaan hier nu verder met het onderzoek voor dit geval,
Uit m= + 3 (mod 10) volgt wegens (13) dat, als m priem is, geldt

2P ‘
x° = -1 (modd f(x),m),

. p-1 . _op-1
dus . 2 ¥ x? 0 (modd f(x),m), d.w.z,

nla + o = O +(3 = v .
0 2P~1

::Wig Jaten nu omgekeerd zien, dat als mmepmﬁggij (mod 10) is en deel-

baar 18 op vﬁ?*ﬁ* dan m noodzakelljkerwijze ondeelbaar is.
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Immers zi] m]vgpmi.

Dan geldt wegens (3) ook miugp, m-#uap*1,

r r

Dus c(m)‘ép, c(m)JrQP“ﬂ, d.,w,z, c(m)uap. Z1J nu m=p, ﬁ...pa 8. pan 1s
P Tq s

c(m)=2¥, Z1J nu mep, ...Pg . Dan 1is c(m) cen deler van het KGV der

r, =1 r, =1
getallen p, L (pq + 1),,..,93 3 (pB + 1), (waarbi] de tekens worden

gekozen al near het karaktcr mod 10 der priemfactoren van m).
Dus is dan c(m)=2P=m+1 dcelbaar op dit KGV dat ten hoogste gelijk 1s
aan gé%w maal hun product, dus

8 a + 1
m s
m+ 1 < ‘ .
< 587 gqu Pg-
Is 822 dan 18 het laatste product wegens p,‘},B, by ;3-,5,... ten hoog-

ste gelijk aan %- . (g)sd!( 2872 ¢n men vindt de contradictie m+1g#m,
Dus s=1 en m=2’-1=q", Dus mem+1mc(miqr'1(qiﬁ)m 9%?(2p~1), d.w.z.

P
m%_” = an . Hieruit volgt direct 2°-41=q, dus r=1 en ook nog c(m)|m+1.
2%-1
Het getal m=2P-1 18 dus een pricmgetal en het is bovendien van de ge-
daante + 3 (mod 10).

Om het onderzoek daadwerkelljk ult te voeren moet men het getal

*.repﬁ,1 mod m bepalen, Dit geschiedt het cenvoudigste door gebrulk te

maken van de relatie (3) welke luldde v, mvn2~2. Men heeft

n
V=1, V=3, vy=T, v8347, V46=2207, ... (1¢ rij van Lucas).

Als dus het p—ﬂé element van deze rij deelbaar 1s door Ep-ﬂ, 18 2P-1

priem,

Wij laten eens zien hoe de methode werkt bij het aantonen van de on-

deelbaarheid van mu127~27—1. Men heceft in het tweetallige stelsel re-
kenende (niet wat de indices betreft!)

2 -
vg = 101111; Vag = 1011117 - 10 = 110000; V32§§4OOOO; Véuggo;

dus 127 is ondeelbaar,

Op analoge wijze 18 het grootste in 1954 bekende priemgetal
Qeaﬁqu gevonden,

Voor getallen m van de gedaante m=1 (mod 4) dient men zich, zoals
2]l werd opgemerkt, te bedienen van een andere rij. Hier is een tweede
rij van Lucas bruikbaar, welke wellswaar de elgenschap vannvn2~2 bezit,
maar een andere vy heeft, Deze luldt

v1 - 2@ VQ L l", Vg L] ’1!@, ’9’8 e 194,"'"‘"“

vﬁﬁ:methﬁdﬁlia gegeneraliseerd om ook te kunnen worden toegepast
biJ h@?‘amd¢f$@&k van getallen r.aﬁi 1 bij bepaalde r en 8,



GE 60

Nog ¢één opmerking willen wi} maken over de rij van Fibonacci. Men
heeft voor alle priemgetallen p de relatie v =1 (mod p). Immers als
(E)w"! is, heeft men xP~ 7= 1 (modd £(x),p), d.w.z. u"@a(gcd ),

PPz 3 (mod p), dus Vo= o PPz x4 B =1 (ma?‘ p), Voor (-i)-)m -1 von-
den wij xpmﬁ—'% (modd f(x),p), d.w.z. o Pz - & = 3(mod D), 5
ﬁpga (mod p), dus Vo= o«P+PBPz B+ax=1 (mod p). Is tenslotte (-5)-0,
dan is p=5 en inderdaad geldt vp =1 (mod ). Omgekcerd heeft van der
Poel zich afgevraagd of (analoog aan hetgeen bij de omkering der stel~
1ling van Fermat 1s gedaan door o.a. Poulet) deze elgenachap karakterl-~
serend is voor priemgetallen. Helaas blijkt dat ook hier nilet 2o te
zijn. Men kan zelfs bewljzen dat er oneindig veel samengestelde getal-
len m zijn met v 21 (mod m). Een tabel van al deze m £555200 1s on-
langs geconstrucerd *y.

$10 Over het vermoeden van Fermat

De wiskundige Fermat heeft in een bricf medegedeeld een bewljs te
kennen van de stelling dat de rclatile

(1) x4 yl= 2"

voor natuurlijke x,y,z en n{met n > 3) onoplosbaar is., De ruimte in de
marge van zijn schrijven was echter onvoldoende om dit bewljs neer te
schrijven,

Tot dusverre 18 men er niet in.geslaagd om zljn bewering aan te to-
nen dan wel te weerleggen, Hoewel men thans het verkrljgen van ultslult-
sel hierover meer ult sportief dan uit mathematisch oogpunt van belang
acht, heeft het vele weliswaar vruchteloze zoeken hiernaar van tal van
mathematici toch zeer zeker zijn goede zljde gehad: al zoekende werden
belangrijke nieuwe delen der wiskunde ontwikkeld, Met name valt hier de
van Kummer afkomstige idesaltheorie te noemen,

Wij zullen ons hier niet bezlig houden met het vermelden van het
vele dat wel asangaandc het vermoeden van Fermat 1s gevonden, evenmin
met het vermelden van relatics dle bij de lezers de (naar wij hopen niet-)
valse hoop kunnen opwekken dat het hun hicrmede mogelijk zal zijn om dat-
gene over dit probleem tc kunnen doen, dat niemand voordien presteerde.
Wij bepalen ons hier tot enkele resultaten en methoden, waardoor men
‘aniga indruk krijgt van hetgeen in verband met dit probleem is gepro-
beerd en bereikt,

Het geval n=1 mogen wij gevoegelljk bulten beschouwing laten,

Voor n=2 geven wij alle oplossingen van het probleem in parameter-
vorm, Men heeft dan nl 5%1 = «§~ . Stelt men clk dezer rationale ultdruk-

2=y

*) Verg, H.J.A, Duparc, On gsecond order almost-primes, Rapport Math,
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kingen gelijk aan % met (u,v)=1, dan volgt uit

UX=-vy-ve=0, vi+uy-uz=0,

ks

dat x,y en 2 zich moeten verhouden als 2uv, uguva, u2+v2, waarmede het
probleem 18 opgelost.

Opgave 1. Laat zien dat uit het gevondene niet noodzakelijk volgt dat
X even is,

WiJ beschouwen thans het geval n=4 en tonen aan dat er dan geen
oplossing van (1) bestaat, Wij tonen iets meer aan, nl, dat zelfs de
relatie x +y“ng geen natuurlijke oplossingen bezit, Do hierbi] ge-
bruikte methode der descente infinle is van FPermat afkomstig.

Wij stellen dat c¢r wel cen oplossing bestond. Dan bestond er ook
een kleinste, d.w.2, ¢cr is een getal z met

zgmxu+yu en Lze;év'l‘&»\az‘L voor O <u <z.

Tevens moeten dan z,x en y twee aan twee relaticf priem zijn,

Opgave 2, Bewljs dit,

Op grond van het bovenstaande hceft men dan

xe:?ab, ygma2~b2, Zm82+b2,

waarblj a en b natuurlijke getallen zijn met (a,b)=1.

Opgave 3, Bewljs de lsatste relatle.

Lettende op het karakter mod 4 volgt ult y2n32~b2 en ult het felt dat

y oneven is (want x 1s cven) dat a oncven 18 en b even,

Opgave 4, Bewijs dat,

Stellen wij dan b=2c¢, dan vindt men x“=bac ¢n omdat (2,0)=1,
dus (a,c)=1 vindt men dat amdg, c=e2, Dus ygmdu-heu.

Verder kunnen wij hieruit concluderen dat er gehele getallen g
en h met (g,h)=1 bestaan, zodanig dat

~
2e=2gh, y=g2~h2, dgzg2+h2.

i
Wegens egngh en (g,h)=1 hceft men gzkg, hzmg, dus demk*+m4. Uit

dema&aet z«r.zz blijkt dat e¢r ¢en quadraat d2 zou bestaan dat kleilner
is dan 32 ¢n evencens de som is van twee vierde machten, Hiermee 1is
wen contradictie gevonden.,

Uit de gegeven beschouwingen volgt dat de onvervulbaarheid van
(1) nu nog "slechts" voor priemgetallen n behocft te worden onderzocht,

Oggave 5, Ga dat na,

Wij maken thans enige opmerkingen over het geval n=3., Z1jdelings
in verband met de stelling van Permat staat het
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Theorema van Richmond (1923).
’ TeUeT racionasl gotal rf0 1s te schrijven als som van drie der-
de machten van rationale getallen,
Bewljs: Zonder de algemcenhcld te schaden mag men r >0 onderstellen,
Wij proberen dus rationale u,v un w te vinden met
divdad .

rom U7V W
Stel 0 = 5%1 g Vm i%~ y W=z % s, dus

t3ra(x-y)3+(y-2)2427 = 3y%(x-z)+(x3-3y(x°-29)).

Wij zullen niet de mcest algemene oplossing (u,v,w) bepalen maar
slechts speclale, Dan kunnen wij aan u,v ¢n w, dus aan X,y en z nog een
verdere gocrw&nrdu opleggen, Die zal luiden xBuBy(x 2), zodat dan

"“”E““E‘ terwijl dan tsr«By (x-z), dus

3(x"-2%) 6
tBP = XE 3
3(x+z)"(x-2)
dus
3p = ( ) x+z
(x+z )¢t
Wij kfezen nu gig = 3r, dus x=s(3r+1), z=8(3r-1), waarna men vindt
X2 re1)° s(3r+1)3
T ¥z = ° 115?~l— . Tenslotte vindt men successievelijk y= “L%EF“l_
en
6r~(3r+1)2 (3r+1)3«36r(3r—1) 6r(3r-1)
‘2) W o= 3 3 V = y W m .
o3r+1) 6(3r+1)2 (3r+1)

Oggave 6. Verificcr rechtstrceks dat r=u +v3 3

Men kan zich nog afvragen of u,v «n w>»O0 zijn, Alvorens dit te doen
merken wij op dat

R = aBFz(au)3+(av)3+(aw)3 = U3+V3+w3,
waarbl ]

R R R
(3) U=au(=y), V=av(—g), W= aw(-g)

ad s’ 0l
zodat wij voor elk rationaal getal R tevens onelndig veel splitsingen
vinden door a te laten vari&ren. willup wi] dan U,V en W positief nemen
dan moet men zorgen dat u(R/a3), v(R/aj) en w(R/aB) positief zijn. Wij
onderzocken dus hoe dit wordt bereikt., Nu leidt de eis

u(r) > 0 tot 9ro-30r+1 <0, dus 222¥6 . o 2‘%.@ :

De eis w(r)» 0 leidt tot r > » , zodat wij alvast nemen o ¢t~¢.~3—~——5+2\/é.

Het onderzoek der veelterm 6(3r+1)QVw27r3o81r2+45r+1 leert ons dat v
positief 1s voor r «¢0,76.. en r>»2,26,,, zodat wij dus oneindig veel
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oplossingen (3) vinden_door a 20 te kiczen dat d 3%-(0 76.. ofwel
dat 2,26,,. 8, ¢242V6 VR B \3
sebvi e = <“T_—' dus 1,09..\/ R caet, b, R? ofwel

a
0,6?.,\}fﬁ‘ca1¢0,76..x/f§. Zoals rceds 1s opgemerkt vinden wij hier
slecchts speciale splitsingen van R, nl. die waarvoor x3u3y(x2 2),dua

(%) (U+V4W)3 = 3(WaV) (Usv+2W) (U+V).

Opgave 7. Ga dit na,

Opgave 8. Ga na hoe men uit het gevondene ook splitsingen RaV3+w3—U3
kan vinden met positieve U,V en W,

In het bijzonder is dus bewezen dat de Diophantische vergellijking

3+y3+23 Rtamo

onelndig veel gehele oplossingen bezit, Neemt men voor r zelf cen der-
de macht, dan levert (2) ons gehele oplossingen van

83+b3+c3+d3n0,

bv. r=1 geeft 123+13m93+103. Do "kleinste" oplossing 33+43+53a63 is
hiermee niet te verkrijgen, Deze voldoet nl. niet aan (4).

Ogﬁave 9. Ga dat na.

WiJ keren thans terug tot het vermoeden van Fermat en geven er
wat algemenere beschouwingen over,

Wlj gaan c¢nige conclusies trekken over getallen X,y,z en p (priem
en oneven) waarvoor xP+yP=zP geldt met (x,¥)=(y,z)=(z,x)=1.

Het linkerlid (x+y)V(x,y), waarbi] V(x,y}zxp'ﬂ—xp'2y+...+yp'1, is
dus een p° macht, Wij onderzocken eerst of x+y en V(x,y) een factor ge-
meen kuppcn hebben, Stel g is ven gemeenschappelijke priemdeler van de-
ze ultdrukkingen, dan vindt mun x=-y(mod q), dus 02V(x,y) =

zyp q+yp -1 . +yP” L. pyP~ 1(mod q). Nu geldt qty, want anders q | x en
(x,y)#1. Dus de enige mogelijkheid 1s dat g=p is.

Een soortgelijke redencring 1is mogelijk voor x =(z- y)V(z,-y) en

ypu(z x)V(z,-x), zodat er twee mogelijkheden blijken te kunnen optreden:

I. pfxyz;
II. p 1s deelbaar op precies één der drie getallen x,y en z. WiJ geven
thans een aantal conclusies over geval I. Dan zijn x+y en V(x,y) onder-
ling ondeelbaar en omdat hun prcducn een p° macht is, bestaan er gehele
getallen c1 en ¢y zodanig dat X+yzcﬂ R v(x,y)wc2 R Zu01 o Evenzo heeft
men z~xmb s V(=, admbe » ¥=buby, z-y=a, P V(z,-y)ua2 » X=8,3, en bijge-
volg

, Py PP wn Py P, P wn Pan Poa P
(2) 2x = a,"-b,"+c, P, 2y= a,7 b, +c T, 2z=a,"+b, et
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Thans tekljken wij enige congruentie¥igenschappen, Volgens de
stelling van Fermat heeft men

z 32 =% +yP = x4y (mod p),

waaruit wegens (2) volgt dat
aqpirbqucqp (mod p),

dus alweer volgens Fermat

¢, Ea,+b, (mod p).

Dan leert (2) verder

P p P
2c,Co=22ma, " +b, T4e, Tz a,4b,4c, m2c, (mod D),
dus ¢, =1 (mod p) en evenzo a,Eby,=1 (mod p).
Hierult volgt nog dat xgaq(mod p), dus op de bekende wijze
xpna,’p(morﬂ p ). Evenzo yP= b,‘p(mod pe), ngc,‘p(mod pe), dus

ox = xP-yP+zP = 2xP (mod p?)

en xP g 4 {mod pg). Evenzo yp"1§1 (mod pg), zp“qg_’l {mod pz), dus
ook nog

zzzP = xPryPz x4y (mod pg).

Wij tonen nu nog lets meer aan., Zij r een willekeurige priemdeler
van a,. Dan heeft men allercerst rix, r4 a, en varder

cqp—bqpu’ax-&y -Z ZY-Z= «a,}p$0 (mod r)

terwl jl
c,]p ~b,1p = (x+y)P-(z-x)P=yP-zP= xP=0 (mod r).

Pus als men c,}bq"qu (mod r) stelt,
2
d®£1 (mod r), a® =1 (mod r).

Hlerult volgt gemakkelijk dat r=1 (mod p{) is, Blj gevolg voldoet
iedere priemdeler r van a, aan de relatle r=1 (mod pz). In het bij-

zonder vindt men dan a,=1 (mod pg), dus x=a,{mod pg). Evenzo
2 2”2 Py Pyt Do P_ D, D P 3
y%ﬁ(mﬁd %), z”«gcq(mod p°), dus 2x=a,"-b,"+c, "= x" -y +2 =2x" (mod p?),
dus
xp"qg’i (mod p3)
en evenzo

};p“"\,w,,,.'zp'“l = 1 (mod p3).

De hier gevonden resultaten met modulus p2 zljn nog aanzienlijk
te verscherpen,Om dat te bereiken moet de idesaltheorie worden inge-
Bchakeld, welke theorie haar oorsprong juist aan dit probleem heeft
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te danken, Kummer heeft nl bij zijn onderzoekingen over het theorema
van Permat werst de fout begaan om te menen dat de ring, dle ult de
ring der gehele getallen ontstaat door adjunctie van een prikdfiecve pe
ecenheidswortel, een ontbindingsring is. Nadat hij zijn fout hdd onder-
kend probeerde hij ziJn redenecring te redden door idealen in te voeren
met het gevolg dat wel de ideaaltheorie tot ontwikkeling kwam maar nilet
het theorema van Fermat werd opgelost,

Wij willen hier volstaan met het zonder bewijs vermelden van enige
resultaten welke met behulp van ideaaltheorie en zekere onderdelen der
zgn, algebraische getallentheorie kunnen worden afgeleld.

De eerste stelling van Furtwingler (1912). Uit xP+yP+2P=0 met
(x,¥)=1 en p4x volgt voor ledere deler r van x de relatie

(6) rPlz 1 (mod pﬁ).

Gevolg. Daar bij xp+ypmzp zeker een der getallen X,y en z even 1s

vindt men dat onder de veronderstelling p xyz volgt
e
)

2p-1§51 (mod p (st.v.Wieferich en Mirimanoff).

Cunningham heeft onderzocht of er priemgetallen zljn die aan deze rela-
tie voldoen; hl] bewees dat er geen waren onder de 1000. H1ij trof het
evenwel niet, want Beeger bewees dat p=1093 wel voldoet (e¢n de kleinste
oplossing is) terwijl de volgende oplossing luldt p=3511, Wieferich en
Mirimanoff bewezen trouwens ook nog dat p niet een der volgende gedaan-
ten kan hebben: 283°+ 1, 224 3P, 3P_2% (4,0, by 0). Hieruit volgt ge-
makkelijk dat p »100 is. '

De twcede stelling van Furtwiingler zegt dat ult xp+yp+zpw0 en
p*vxa»ya volgt dat iedere deler r van x-y evencens voldoet aan (6).
Hieruit laat zich nog 2antonen dat tevens moct gelden

- 2
3121 (moa p°).

Merkwaardigerwijze blijkt hier dat reeds p=11 voldoet, maar p=1093
en p=3511 niet! Uit Beegers resultaten volgt nu in ieder geval dat
P> 3511 moet zijn.

In 1941 bewezen H.D., en Emma Lehmer langs andere weg dat in geval
I (dus gu}xyz) moet gelden p > 253747889,

Van Wijngaarden en Duparc bewezen hierult en met gebrulkmaking van
(5) en @nigw elementaire ongelijkheden dat x,y en z groter mocten zijn
dan @36,10 .

In geval II zijn de gevonden resultaten wat minder vergaand,
Onderatel, zonder de algemeenheld te schaden, dat p deelbaer is op z
en wel dat z precies k factoren p bezit, Ult onze elementalre overwe-
gmgefn vindt men dat (x+y,ny)wp. Heeft nu x+y Jjuist h factoren p, dus
¥ «x+n*ﬁh{p*~n), dan vindt men ypm(~x+nph)gg;wxp+xp"ﬂnph*q(mod p2h+q)
€n yp+xp heeft precies h+1 factoren p. Bijgevolg bezit V(x,y) preciles
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één factor p en men vindt

kn-
X+y=p P 1qu’ V(x,y):pczp,

waarult betrekkingen analoog aan dic in (5) te vinden zijn. In het
bijzonder vindt men ook nu op elementaire wijze dat

xP-7 =yP-1 =1 {mod pg) .
De stelling van Vandiver die zegt dat deze congruenties ook gelden
mod p3 is echter tot nu toe slechts met gebruikmaking van meer diep-
gaande hulpmiddelen bewezen,

Met rekenmachines is inmiddels geverifieerd dat in geval II het
getal p groter moet zijn dan 2000,



